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Eessena

Kaesolev loengukonspektghineb autori poolt alates 1999. aastast
Tallinna Tehnikaulikoolis tehnilise fieisika eriala wliepilastele pee-
tud elastsusteooria loengutel. Antud kursus, kus leiavadslsitlemist

nii lineaarsed kui mittelineaarsed probleemid, kujutab endas#jku
minu poolt loetavale pideva keskkonna mehaanika kursusele. See-
ga eeldan kuulajatelt pideva keskkonna mehaanika mittelineaarse
kesitluse elementaarset tundmist. Loengukonspekti esimese varan
dina tuleb vaadelda autori poolt lasitsi kirjutatud ja 1999{2000.
aastani loengutel kasutatud kilesid, milleswliepilased said endale
koopiad.

Kuna tegu on eppevahendiga, mis valmis 2001/2008/a kevadse-
mestril ja jeudis seda aineteppivate tudengiteni jark jargult, siis
on kirjanduse loetelu esitatud sissejuhatava peaki viimase pa-
ragrahvina (mitte aga vahetult enne sisukorda nagu on kombeks
kseeritud sisuga ja kirjastatud eppevahendite puhul).

M arkused:

1. Loengukonspekt (pidevalt uuenevana) onaljas internetis mi-
nu kodulehelljel http://cens.ioc.ee/~salupere

2. Loengukonspekt pole meldud kasutamiseks iseseisvapiku-
na.
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3. Teksti paremas servas olevad angid (p ; ;?]jne.) tahistavad
kohti, kus loengus esitatakse olulisi selgitavaid arkusi.

4. Loengukonspekt @ib sisaldada teikivigu.

Andrus Salupere

Peat ekk 1

Sissejuhatus

Katsed on midanud, walismejude (pindkoormused, massjud, soo-
jendamine, jahutamine) toimel wivad tahked kehad deformeeruda.
Kui deformatsioonid eiwleta teatud piiri, siis valismejude kerval-
damisel keha taastab oma esialgse kuju. Sellist tahke keha oma-
dust nimetatakseelastsuseksElastsusteooria uurib elastsete ke-
hade deformatsioone ja liikkumist. Bltuvalt v alismejude kervalda-
mise kiirusest wivad siin kaasneda teatud gnkumised. Kui defor-
matsioonid agaeletavad teatava piiri, siis keha algne kuju ei taastu
taielikult | osa deformatsioone sailib. Neid jesvaid deformatsioone
nimetatakse plastseteks deformatsioonideks

Elastsusteooriapeieiab masrata ja hinnata

geomeetrilisi suurusi, mis iseloomustavad keha
deformatsiooni;

pingeid (sisepude), mis iimnevad deformatsiooniprotsessis.

Selleks rakendatakse matemaatiliseifisika meetodeid.
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Elastsusteooria @hineb pideva keskkonna mehaanikal Seega on
vaja sisse tuua »i mearata:

Pideva keskkonna mpiste.
Pideva keskkonna tihedus.

Geomeetrilised suurused, mis kirjeldavad keha
deformatsioone.

Sisepud ja nende seosalismejudega.

Sisepudude ja deformatsioonide vahelised seosed
(olekuverrandid).

Viimased mearatakse eksperimentidest | seega on tegu fenomeno-
loogilise teooriaga.

1.1 Kirjandus

1. A.C. Eringen. Nonlinear Theory of Continious Media.
McCraw-Hill Book Company, New-York et al., 1962.

2. M.N.L. Narasimhan. Principlec of Continuum Mechanics.
John Wiley & Sons, Inc., New-York et al., 1993.

3. A.C. Eringen. Mechanics of Continua.John Wiley & Sons,
inc., New-York et al., 1967.

4. Y.C. Fung. Foundation of Solid MechanicsPrentice-Hall Inc.,
Englewood Cli s, New Jersey, 1965.

Ipideva keskkonna mehaanika uurib tahkiste (deformeeruvate tahkete ke-
hade), gaaside ja vedelike liikumist wlismejude toimel.
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5.

10.

Y. Basar, D. Weichert. Nonlinear Continuum Mechanics of
Solids: Fundamental Mathematical and Physical Concepts.
Springer, Berlin et al., 2000.

A.J.M. Spencer. Continuum Mechanics. Series: Longman
mathematical texts Longman Scienti ¢ & Thechnical, Har-
low, 1988.

J. Salercon. Handbook of Continuum Mechanics: General
Concepts, Thermoelasticity. Springer, Berlin et al., 2001.

U. Nigul, J. Engelbrecht. Nelineimje i lineineje perehodmje
volnoveje protsese deformatsii termouprugih i uprugih tel

/ Mittelineaarsed ja lineaarsed deformatsioonilainete leviku
eleminekuprotsessid termoelastsetes ja elastsetes kehades
Tallinn, 1972 (vene keeles).

W. Nowacki. Teoria uprugosti /Elastsusteoorid Mir, Mosk-
va, 1975 (vene keeles).

S. Timasenko, J.N. Goodier. Teoria uprugosti Elastsusteoo-
ria/. Nauka, Moskva, 1975 (vene keeles).



1.2 Ulevaade pideva keskkonna
mehaanika p ehim eistetest,
-hepoteesidest ja -v errandeist.

1.2.1 Pehieeldused ja -h wpoteesid
Pidevush epotees

Keik kehad koosnevad osakestest, kuid meid huvitavas mahus (ruu-
malas) on neid palju. Seadttu eeldame, et uuritavadvedelikud, gaa-
sid ja tahked kehad on sellised keskkonnad, naglavad vaadeldava
ruumi pidevalt See mpotees wimaldab nende keskkondade mate-
maatilisel kirjeldamisel kasutada pidevaid funktsioone.

Ruumi meetrilisus

Eeldame, etkahe pidevas ruumis asuva punkti vaheline kaugus on
alati wheselt nmaratav. Eksperimendid on midanud, et reaalseid
fuwsikalisi ruume wib mitte vaga suurte mastaapide puhul luged
eukleidilisteks ruumideks. Meie vaatleme edaspidi eranditult eul?-)
leidilisi ruume. Mehaanikat, mis baseerub eukleidilisel ruumil, ni-
metatakse Newtoni mehaanikaks.

Aja absoluutsus

Eeldame et eksisteerib absoluutne aegmis kulgeb leigis
taustsusteemidesshesuguselt.

2Newton: \Absoluutsel ajal pole mitte midagi whist mitte millegagi
valjaspool teda ning ta kulgebuhtlaselt." Praktikas | ahtutakse aja mestmisel
siiski mingist konkreetsest #ieisikalisest mhtusest.
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Koordinaadid

Euleri koordinaadid ehk ruumilised koordinaadid (EK).
x1:x?:x3 on ajas muutumatud. Nende suhtes kirjeldatakse keskp-
konna materiaalsete osakeste liikkumist.

Lagrange'i koordinaadid ehk materiaalsed koordinaadid

(LK).  Fikseerime ajahetkel = ty keskkonna materiaalsete punk-
tide asendi ja seome nendegaekerjoonelise koordinaatgsteemi

X1 X2, X3, Kui nuud ajahetkel t > t, keskkond liigub ja

muudab kuju, siis liigub ja muudab kuju ka koordinaatsisteem
X1 X2 X3, Sellist koordinaatasteemi nimetatakse Lagrange'i

koordinaatasteemiks ehk materiaalseks koordinaatteemiksning

vastavaid punkti koordinaate X 1; X ?; X 3| Lagrange'i koordinaati-

deks ehk materiaalseteks koordinaatideks

K everjooneliste koordinaatide avaldamine Descartes'i rist-
koordinaatide (DRK) kaudu Nii EK kui LK tuuakse sisse kbi
DRK:
¢ = Z*(xtx%x%); k=1;2:3; (1.1)

ZK = ZK(XEXZ%EX3): K =1;2:3; (1.2)
Seega eeldatakse, et nii EDRK kui LDRK altuvad kolmest Euk-
leidilise ruumi E3 muutujast (vastavalt x*;x?;x® ja X 1;X?;X3).
Funktsioonidez* ja ZK puhul eeldatakse kuuluvust klassC";r 1
ning on de neeritust mingis ruumi E3 piirkonnas.

Vastavad peerdteisendused:
xK=xXz4 2%, 2%, k=1;2,3; (1.3)
XK =xX%z%z%23%; K =1;2,3 (1.4)

Teoreem ilmutamata funktsioonistkoordinaatteisendus (1.1) omab
ruumipunkti p mmbruses ehest pperdteisendust (1.3) siis ja ainult
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siis kui eksisteerivad osatuletise@® =@ ja jakobiaan

@% Kk

Jg = @(60;x Xg > : (1.5)

Siin x§; k =1;2;3, on ruumipunkti p koordinaadid.

Analoogsed tingimused peavad olemaidetud ka LK ja LDRK pu-
hul: koordinaatteisendus (1.2) omab materiaalse punki embruses

eihest ppeordteisendust (1.4) siis ja ainult siis kui eksisteerivad osa-
tuletised @Z =@ X ja jakobiaan

J. = g—i 60; XK X§ >; (1.6)

Siin X§; K =1;2;3, on ruumipunkti P koordinaadid.

Koordinaatkeverad

Koordinaatpinnad
Edaspidises eeldame, et

keverjoonelised koordinaatssteemid on sisse toodud Descar-
tes'i ristkoordinaatide kaudu (EK kujul (1.1) ja LK kujul
(1.2)) selliselt, et jakobiaanid (1.5) ja (1.6) pole samaselt nul-
lid ruumis E3 vei vahemalt mingis meid huvitavas ruumig?
piirkonnas (v.a. mened singulaarsed punktid, joonedai pin-
nad);

wldjuhul on pikkuse meetmiseks piki telgi z¢ ja ZK valitud
eihtne mastaap. D
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1.2.2 Skalaar, vektor, tensor
Skalaar

Vaatleme koordinaataisteeme ' ja . Funktsiooni' ( 1; ?; 3)

' () nimetatakse (absoluutsekskkalaarikskui ta ei muuda koor-
dinaatteisendusega ¥ = Kk( %; 2; 39) K(): k = 1;2;3 oma
algveartust, st.,

CHCR AR N ()= (1.7)

Seega eiatu skalaari vaartus antud punktis koordinaatide valikust.
Neaide: Temperatuur on absoluutne skalaar.

Kontravariantne vektor

Suurusi' ¥( ) nimetatakse vektori kontravariantseteks komponen-
tideks ehk lihtsalt kontravariantseteks vektorikkui koordinaattei-
senduse = ( ) puhul muutub ta vastavalt seadusele

k
KO K= )%; K=1:23  (L8)

Suurusi k() tuleb siin meista kui suuruste’ k(') komponente
koordinaatusteemis '; 1 =1;2;3.

N aide: Diferentsiaal on kontravariantne vektor, sest attes
'k =d k saame

. m @
@m

. @

= =dgnm
@m

k:d
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Kovariantne vektor

Suurusi' ¢( ) nimetatakse vektori kovariantseteks komponentideks
ehk luhidalt kovariantseks vektorikkui nad koordinaatide teisen-

duse = ( ) puhul teisenevad vastavlt seadusele
@m
kOO k() =" m( )@;kzl;z;sz (1.9)

Naide: Osatuletis absoluutsest skalaarist on kovariantne vektor,
sest ®histades

! = Q

m @m

kus on absoluutne skalaar, saame
, @ _@ e _, @  _. ..
() ) i Tgm gr - (g k=123

Kontravariantne, kovariantne ja segatensor

Suurusi ¥( ), w() ja %( ) nimetatakse vastavalt kontra-
variantseteks-, kovariantseks- ja segatensoriks kui nad kalimaat-

teisenduse = ( ) puhul teisenevad seaduste
@ @'
ki ki — mn = ik l=19 2
( ( )) ( )_ ( )@m @n’ k,l 1’2’3’ (110)
(O wO= mOgrgr k=123 @y
ja
@ @",

SO0 N0)= M)

jargi.

@@ ki1=1;2;3 (1.12)
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1.2.3 Baasivektorid ja meetrilised tensorid

EDRK zX ja LDRK ZX | ortonormeeritud baasid iy ja Ik

EK x¥ ja LK XK jaoks de neeritaksekovariantsed baasivektorig,
ja Gk labi punktide p ja P kohavektorite kujul

@ @7
= = = =2 1.1
ja
@ _ @
= = Im: 1.14
Kroneckeri delta
1, K = L
w E 1= O K 6 L (1.15)
Kovariantne meetriline tensor
Gk = Gk £ Gk Gy; Od = Ok = Ok O (1.16)
Kontravariantne baas | g*ja GX de neeritakse labi ortonor-
maalsustingimuste
G GL= FLjag" g=K (1.17)
kust
G =Gt G, ja g¢=g'g: (1.18)
Kontravariantne meetriline tensor |
GKL = cofactor Gg i o = cofactorgm; (1.19)

G g
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kus

G=jGkL] ja 9= jg] (1.20)

on determinandid.
G™MGuk = “k; gad™ = " jne: (1.21)
v = viigk = Vg (1.22)
V=g ja v = gV (1.23)
= g"c: &= gMey jne: jne: (1.24)

1.2.4 Liikumise kirjeldamine

Liikumisseaduseks  nimetatakse eheparameetrilist koordinaati-
de teisendust
xK = xK(X 1 X2 X30) (1.25)

VeI
XK = XK (xtx2x31); (1.26)
mis siirdab materiaalse punktiX ;X ?; X 3 ruumipunkti x*;x?; x5.

Koordinaatteisendused (1.25) ja (1.26) on teineteise
peerdteisendused.

Chesus:9@%=@X ja

@ ¢y (1.27)

@X
ruumipunkti p embruses xk  x§ >
(1.25) | Lagrange!'i kirjeldus. ?
(1.26) | Euleri kirjeldus.
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1.2.5 Deformatsioon ja siire
Siire

Materiaalse punkti P asukoha muut ajavahemikus t on mesaratud
siirdevektorigau.

Joonis 1.1: Deformatsioon

Elementaarpikkuse ruut (kohavektori muudu ruut)

(
dS? = dP dP = Gy, dXKdX!t = , dzXdz*;

1.28

ds? = dp dp = gedx¥dx' = dz*dZ": (1.28)
Deformatsioon  (deformatsiooni neet)

ds? ds? (1.29)
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Deformatsioonigradiendid
L @X(XL X2 X3 K @X(xtx%x3t)
= X = ; (1.30
X K @)(( Ja H @k ( )

Deformatsioonitensorid

Cauchy deformatsioonitensor

def
Gt = Ck € = G XK Xty

Greeni deformatsioonitensor

de

CkL :fCK CL = gaxfxx'L

Fingeri deformatsioonitensor

1y def K

¢ =k = G xkpx!y

Piola deformatsioonitensor
1
CKL df -k L = gkIXK;kXL;I
1
Nende puhul G cm = | ja Ckm CME = L,

Lagrange'i deformatsioonitensor

2Ex. =2Ek = Cke GkL

(1.31)

(1.32)

(1.33)

(1.34)

(1.35)
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Euleri deformatsioonitensor

28q =26€x = O Ca (1.36)

Kuna

dS? = dP dP = Gk dXKdX' = gqdx¥dx';

ds? = dp dp = gqdx¥dx' = Cx, dXKdXxt
siis neleid

ds> dS?=2Ey dXKdXt = 2e,dxkdx'; (1.37)
Seosed:

Exe = aux¥kx'L ja &g = ExL X< Xty (1.38)

Kovariantsed osatuletised

Christo eli teist liiki s ambolid

M g @ZN @X o m
KL ~ @X@x @ 2 «

@z @%
Qx@xk @2
Christo eli esimest liiki sambolid on de neeritavad kahel moel.

i) Labi Christo eli teist liikki s umbolite
8

[oX
115
=

(1.39)

EKLMIE Gun 0| ¢+ g = G"™MIKLN
2 def n m (1.40)
: [kl,m]: Omn k| ; Kl :gmn[kl,n]
i) kujul
8
_ eefl @@v L @Gy @G .
RKEMITS “ax fax  ew
2 1 Qg |, @y @g (1.41)
Z ki m] 2 +

2 @k @k @x
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N Bl Christo eli s ambolid pole tensorid!
Osatuletused vektoreistU vei u avalduvad kujul

8 8
@ @
> L _ M . > Ly= (] . aM.
) @@_% (U-GL)=U"«Gwm; vl ) —@@X( (ULG")=UuxG";
' @(wg') = U™ Gm; ' @(Ulgl) = Umkg™:
(1.42)
Siin 3
UM g—g ILVIL U
(1.43)

on kontravariantsete vektorite kovariantsed osatuletised (meeisile
tensorite Gk, ja g« j&rgi) ning

8
def @W L .
Uik T g wmk W
5 @n | (1.44)
- u def ]

mk — —@k mk
on kovariantsete vektorite kovariantsed osatuletised (meetrilistert-
sorite Gy ja g« jargi).

SuurusedUM  ja u™, on segatensorid ningJy .« ja Unk kova-
riantsed tensorid.

Meetriliste tensoritega saab teostadalleminekuid (1.43)! (1.44)
ja vastupidi:

(
UL;K = GM Uwm k ULk = Gum UM;K

I — -
Uk = 9" Unk Uik = Om U™

Kovariantse osatuletise geomeetriline interpretatsioon

Kovariantse osatuletise avaldised (1.43) ja (1.44) koosnevad kahe

1.2.5. Deformatsioon ja siire 17

osast. Neist esimene iseloomustab vektarimuutumist kui muutub
koordinaat X ¥ (vei x¥) ning teine u muutumist kui seoses< K (vei
x¥) muutumisega muutub baasGy (V6i gm).

Sirgjooneliste koordinaatidepuhul on Christo eli sembolid sama-
selt nullid ja seega kovariantne osatuletis on erdne \hariliku"
osatuletisega. ?

Deformatsioonitensorite ja siirete vahelised seosed

(

CkL = Gii + Ukl + UL + Uy UN

1.45
Ci = Od Ukl Upk + Upu™y: ( )

2Ex. =2Ewk = Ckr GkL = Ukt + ULk + Unk UM;L;
260 =2@k = Ou G = Ukl + Uk Umgu™y:
(1.46)
Need wrrandid on PKM wuhed mhiverrandid, mis seovad omava-
hel Lagrange'i ja Euleri deformatsioonitensorid ning materialaete
punktide siirdedu.

Suurusiuy; u™, jne. nimetatakse tihti siirdegradientideks Sirgjoo-
neliste koordinaatide puhulUy .« Uuwk jne. DRK puhul lisaks
eelnevaleUM .. Uy jne. ning verrandid (1.46) saavad kuju

2Bk =2Ek = Gk Gkr = Uik + Uk + Unik Um ;
26 =26k = Ok Ca = Uik + Ukl Umk Uy
(1.47)
y
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Pikenemine ja nihe (nurga muutus)

Vaatleme keverjoonelist meptahukat® (Joon. 1.2). Tema \servavek-
torid" hetkel t = to, on G¢ dXX ja need deformeeruvad servavekto-
riteks Cy dX X

Joonis 1.2: Keverjoonelise eoptahuka deformatsioon

De neerime vektorite dX ja dx sihilised mhikvektorid

N=gs an=gs (1.48)
mille komponendid
dXx X dxX
K — ; k —
N™ = S ja n® = ds (1.49)

kujutavad endast ehikvektorite N ja n suunakoosinusi.

Pikenemiskoe tsendid 4

31.k. curvlinear parallelepiped
41.k. stretch

1.2.5. Deformatsioon ja siire
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(N) = (n) =

ds P

ds

1

CKLNKNL: p:

(1.50)

Feusikaliselt on suurused () ja (n) Samad | esimene on vaid
esitatud LK-s, teine EK-s.

Suhteline pikenemine (suunas N)

ds d

Eny) = €en) = s

LDRK ja EDRK

Kui Ek k. 1 vei e

liikmed, saame

Ex k.

5].k. extension

5

S_

1, siis arendades avaldised (1.52)a
(1.52), Maclaurin'i ritta ning s ailitades vaid keige madalamat girku

Ek) ja &k

€k)

(1.53)
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Vaatleme kahte bpmata waikest vektorit dX ; ja dX ,, mille vaheline
nurk on (N1:N,) jJa mis deformeeruvad vektoriteksix; ja dxs,
mille vaheline nurk on#  #(n,.n,).

Joonis 1.3: Nurga muutus

Uhikvektorid

daxX . _dx .
= JdX—J jan = — =1;2 (1.54)

jox |
ning nurkade koosinused
dX; dX, _ Gy dXfdX}

= = =1 P2 = G  NENS 1.55
€05 T jaxyjjdXy ~ jdX4jjdXa NNz (1.59)
ja
cost = PO _ CaNINs wngame o g g5
jaxqjjdXoj (N1) (N2)

Nihe ehk nihkedeformatsioon ehk nihkenunkektoritega N, ja N,
maaratud pinnal on de neeritud kui algse nurga muut |

(NiN2) = (nin2) = (N1uN2)  HFning): (1.57)

sin = sin( #)= H sin P 1 HZ2cos (1.58)

Kui N1 ? Ny, siissin = H.

1.2.5. Deformatsioon ja siire 21

LDRK
2B = 1+Eyx) 1+Ey sin x.; K6L: (1.59)
Kui nii E) 1, Eq) 1 kui sin (ki) 1 siis saame
2Ex.  sin L); K 6 L: (1.60)
Kui lisaks (x.y! O, siis
2B, kL), K 6 L: (1.61)
Kui x* on EDRK, ey 1,e1 lja @y! O, siis

2eq (k1) k6l (162)

Deformatsioonitensori peasuunad

Tuleb lahendada wrrandiseisteem
ck, cCcX_ Nt=o0: (1.63)

Viimasel eksisteerib mittetriviaalne lahend juhul kui temakarakte-
ristlik determinant on null, st.,

ck., CK_ =o0: (1.64)

Selle determinandi arendamise tulemusena saadaksmakteristlik
verrand (mis kujutab endast kuupwerrandit)

C3+1cC% llcC+Illc=0 (1.65)

tundmatu C mesramiseks.

Karakteristlik v errand (1.65) omab kolme juurtC , = 1;2;3,
mida nimetatakse omawartusteks ehk peawartustek$. Verran-
disusteemi (1.63) abil saame wmeid igale peawartusele C seada
vastavusseomavektoriehk peavektoriN , mis mearab peasuuna
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Saab bBestada, et peamartused on reaalsed ning neile vastavad pea-
suunad on omavahel risti ja eksisteerivad alati.

Kui koordinaadid on valitud peasuundades (st., baasivektorite siht
ehtib peavektortite sihtidega igas materiaalses punktis), siis ?

NE = L (1.66)
ja avaldiste (1.63) mhjal
ck =c % ; (1.67)

st., Cll = Cy; CZZ = Cy; C33 = C; ja CcK = 0; kuiK 6
Kokkuvettes veib eelda, et peawartused wrduvad deformatsioo-
nitensori normaalkomponentidega peatelgedes (peadeformatsieon
dega). Nihkedeformatsioonid selliste telgede (koordinaatidelil
puuduvad.

Deformatsioonitensori invariandid |

8

2 lc=Ci+ Co+ Gy

> e = C,C3+ CC3+ C,Cy; (168)
" e = CCCa:

Pikenemiskoe tsendid peasuundades

Y 1

= C = P (1.69)

81.k. eigenvalues or principal values or proper numbers
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1.2.6 Kiirus ja kiirendus
Materiaalne tuletis vektorist

Materiaalseks tuletiseks vektorist (ajagjrgi) nimetatakse operat-
siooni

g & % o (1.70)
LK:
£(X ;1) @(é.p;tt) (1.71)
- 2 tpcn= @ rig, + Crigys
o at @k T (1.72)

> n. @ K L, @ Kyl -
f(x;t) = @tfkg + @k(fkg )X

Esimest liiget nimetatakse siinlokaalseks tuletisekgmenikord ka
tuletiseks aja @rgi), teist liiget aga konvektiivseks tuletisekd.okaal-
ne tuletis iseloomustab muutusi, mis toimuvad vaadeldavas ruumi-
punktis ning konvektiivne tuletis muutusi, mis on pehjustatud ma-
teriaalse punkti likumisest (vaadeldava ruumipunktiembruses).

De neerime materiaalse tuletise vektori komponentidest

Df et @F | (i Dfk ger @F ,
Dt @t T Dt @t

Vektori jaoks seega

fk;IX_I: (1-73)

M= 5r0c= 5 9

(1.74)
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Materiaalne tuletis skalaarist. Vaatleme skalaarfunktsiooni
= ( x;t). Materiaalne tuletis skalaariston de neeritud kujul y

b _@, @x_': (1.75)
Dt @t @X

N aide: Tahistagu skalaar materiaalse punkti temperatuuri. Tem-
peratuuri muutumisel veib olla kaks pphjust: 1) antud ruumipunkti
temperatuur muutub ja 2) likudes satub materiaalne punkt teise
ruumipunkti, kus on erinev temperatuur (wrreldes ruumipunktiga,
kus ta oli). Viimast nahtust nimetatakse #esikas konvektsiooniks.

Materiaalse punkti kiirus
Joonise 1.1 (Ik. 13) phjal punkti kohavektor

p=b+P+u: (1.76)
Kuna b ja P ei sltu ajast, siis

V=p=u: (1.77)
kohavektorist

Kui | ahtuda materiaalse punkti
p = xK(X1; X2 X3 t)gy, siis tema kiirus

‘ .  @% Dxk

v = vEgy; kus  v€ X @t bt

(1.78)

Kui | ehtuda siirdevektoristu = UX (X;t)Gk = uX(x;t)gx, siis saa-
me LK ja EK puhul kardinaalselt erinevad kiiruse avaldised.

LK:
v =VKGg; kus VK = %th (1.79)
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EK:

v = Vg, kus VK = bu® %ht+ uk, |{\£'} (1.80)

Seega on kiiruse- ja siirdekomponentide vahelised seosed Euleri
koordinaatide puhul ilmutamata kujul.

Materiaalse punkti kiirendus

a=v: (1.81)
Lagrange'i koordinaatidepuhul
@V = @uk
= ARGy; Af = = 1.82
a Gk; ot ar (1.82)
ning Euleri koordinaatide puhul
Dvk @V
— AKpn - k — — k |
a= a“g; a—ﬁ—@ﬁvﬂl{\é} (1.83)

Seega avalduvad kiirenduse komponendid nii LK-s kui EK-s ilmu-
tatud kujul.

Deformatsioonikiiruse tensorid
Euleri deformatsioonikiiruse tensor

2d = Vil + Vi, (184)

Lagrange'i deformatsioonikiiruse tensor

DE kL
Dt

Exe = = dx X' (1.85)
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Keeriselisuse tensor

De neerime (Cauchy) keeriselisuse tensofi

1
Wk|:§(Vk;| Vik) Vi (1.86)

1.2.7 Mass

Masson positiivne suurus, mis on invariantne liikumise suhtes. Te-
ma dimensioonM ei sltu ei pikkuse dimensioonistL ega aja di-
mensioonistT. Kui mass on absoluutselt pidev, siis leidub funkt-
sioon , mida nimetatakse massi tiheduseksSel juhul keha koguIo
mass Z

M= d: (1.87)

Pideva keskkonna mehaanika | p  ehiaksioom |
massi jaavuse seadus

Globaalne massi | aavuse aksioom: keskkonna kogumass on
likumisel invariantne |
z z

dv=d: (1.88)

Lokaalse massi j aavuse aksioomi saame kui rakendame glo-
baalset massigavuse aksioomi materiaalse punktepmata vaikeses
embruses.

Lagrange'i kirjeldus:

p —
=J = llcvei = J1!'= 1 ¢ (1.89)

’1.k. vorticity tensor . Kasutatakse ka terminit p eerlemistensor, i.k. vastavalt
spin tensor.
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Siin on arvestatud, et

: @r P — 1
d =JdvVijal= — = lll¢c= p—:
: @F ST
Avaldisi (1.89) nimetataksemateriaalseteks pidevusrranditeks ja
nad esitatakse Lagrange'i koordinaatides.

Euleri kirjeldusg,saame kui esitame globaalse massiejuse ak-
sioomi kujul DD—t d = 0. Viimase pehjal avaldub lokaalne massi
jamvuse aksioom kujul

@ K _q-

@t+ Ve = 0; (2.90)
mis kujutabki endast ruumilist pidevuswrrandit ja esitatakse EKs.
Avaldised (1.89) ja (1.90) esitavacihe ja sama mhtuse kaht erine-
vat kirjeldust | (1.89) on mugavam kasutada tahke keha mehaa-

nikas, (1.90) aga vedelike ja gaaside puhul.

1.2.8 Jeud

Pideva keskkonna vaatepunktist dhtudes wib jeud jagada kolme
kategooriasse:

1. Mahu- ehk mass§ud® mejuvad keha \ei keskkonda moodus-
tavatele materiaalsetele punktidele (masspunktidele). &iteks
gravitatsiooni jeud vei elektrostaatilised pud. Summaarne
jeud saadakse integreerimisedle kogu ruumala . Siin eel-
datakse, et on teadagu tihedus ehikmassi \ei ehikruumala
kohta.

2. Pinna- ehk kontaktpud °® on pehjustatud teiste kehade i
keskkondade mjust kokkupuutepinnal. Siin eeldatakse, et on
teada pinnashikule mejuv jeud. Naiteks hedrostaatilise rehu
meju vette asetatud keha pinnale. P

8|.k. body forces(loads)
91.k. sur ce or contact forces(loads)
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3. Sisepud 1° on pehjustatud materiaalsete punktide omavahe-
lisest mejust. Denaamika kursuses aidati, et keigi sisepudu-
de peavektor ja peamoment on erdsed nulliga. Punkt-
masside vahelisedgud (sisepud) muutuvad pinnajeududeks
kui me isoleerime (metteliselt) keskkonna \ei keha ehe osa
ellejeanust. See annab pingaedpoteesi.

Pideva keskkonna mehaanika kursuses kasutasimeargmisi
tahistusi:

f | massij sud (jeud massuhiku kohta),
ty | pinnaj eud (jeud pinnaehiku kohta) punktis,
mille pinnanormaal onn;
F | punktis p mejuv koondatud jeud;
m | massimoment (moment massiehiku kohta),
M | pinnamoment (moment pinna ehiku kohta) punktis,
mille pinnanormaal onn;
M | punktis p mejuv jeupaari moment.

Seega, kehale sjuva jeusisteemi peavektor

Z Z X
F = fdM + t(,da+ F (1.91)
M S
ja peamoment
Z Z
M, = [m+p f]dM + Mm+p tn dat
M S X X

+ p F + M : (1.92)

Koondatud jeudusid de neeritakse tihti kui piirfjunte pinna- vei
mahujeududest. Selline ksitlus veib aga nenikord pehjustada ma-

o

101 k. mutual or internal forces(loads)
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temaatilisi raskusi ning vajab seadttu t aiendavate tingimuste ka-
sutamist. Naiteks, et wltida maaramatusi rakendatakse lokaalseid
teoreeme ja printsiipe vaid punktides, kus ei sju koondatud jeudu-
sid. Globaalsete teoreemide puhul sellist probleemi pole.

1.2.9 Liikumishulk

Keha (mahus sisalduva massM ) liikumishulk*! P avaldub kujul

Z Z

P(x;t) ¥ ) v(x;t)dM = ) V(X 1) gk(X)dM (1.93)

kusjuures baasivektoridgk(x) saab integraali ette tuua vaid sirg-
jooneliste koordinaatide puhul. Kuna pideva massijaotuse puhul
dM = d , siis pole oluline, kas integreeritaksale ruumala vei
massi. Kui korrutada viimast avaldist skalaarseltGK (X) siis saa-
me liikumishulgaP komponendidP* LK-s |
Z
PK(X:t)=  gfu(X:x)vK(x;t)dM : (1.94)

M

Pideva keskkonna mehaanika Il p  ehiaksioom |
likumishulga tasakaalu seadus

Liikumishulga globaalse tasakaalu seadus. Liikumishulga
muutumise kiirus verdub kehale (keskkonnale) mjuvate jeudude
peavektorigd? |

VA

P=F ehk = g“vkdM = FK (1.95)
Dt

11].k. momentum or linear momentum Eesti keeles kasutatakse ka terminit
impulss.
2] k. principle of balance of momentum
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1.2.10 Kineetiline moment

Keha (mahus sisalduva massiM ) kineetiline moment® H , ruu-
mipunkti o suhtes

Z Z

HoE p vdm =

M M

(o}

gk M PV dM : (1.96)

Analoogselt eelnevaga saame ka kineetilise momendi komponendid

esitada LK-s Z

HX = g« "M vy, dM (1.97)
M

Pideva keskkonna mehaanika Ill p  ehiaksioom |
kineetilise momendi tasakaalu seadus

Kineetilise momendi globaalse tasakaalu seadus. Kineetili-
se momendi muutumise kiirus grdub kehale (keskkonnale) maju-
vate jeudude peamomendigd (melemad momendid peavad olema
veetud whe ja sama ruumipunkti suhtes) |

Z
Ho= M , ehk % g« “"pvndM = M K ehk
z M (1.98)
2 @V PV = M
Dt ,, ,

13]. k. moment of momentum or angular momentum Eesti keeles kasutatakse
ka termineid impulsi moment ja peerdeimpulss.
14] k. principle of balance of moment of momentum
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1.2.11 Pinge

Pinnal a mejub keskmine pud F ja keskmine moment punktip
suhtesM ,.Kui a! O,siissuhe F= a! t,.Kuivaadeldavas
protsessis moment punktip suhtes ei &ahene nullile, siis saame ka
suurusem . y

Joonis 1.4: Pingevektor ja momentpinge

Vaatleme waikest ruumipiirkonda , mis onembritsetud pinnagas
ja mis asub wielikult kehas mahugaV ja pinnaga S (joonis 1.4).
Punktis p, mis asub pinnals on valisnormaaln ning mejuvad jeud
t(n) Ja momentm,, pinnaehiku kohta. Melemad nad on @hjusta-
tud mahtude jaVv koosmsjust pinnal s. Suurust t(,) nimeta-
takse pingevektoriksja suurust mypingemomendiks ehk momen-
di pingeks®. Nad iseloomustavad vaadeldava mahu valispinnal s
mejuvat veliskoormust, mis ei sltu ainult vaadeldava punkti koha-
vektorist p vaid ka pinnanormaalistn.

Cauchy pingeh wpotees. Vaatleme wikest tetraeedrit (joonis
1.5), mille tipp p asub vaadeldava piirkonna sees ja mil-
le kolm tahku on koordinaatpinnad ning neljas asub pinnak.
Koordinaatpinnal x' = const: mejuva keskmise pinge ghistame
t, . Kasutame vaadeldava tetraeedri jaoks likumishulga tasakaaIB

151 k. couple stress
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- t.X

_t‘2

xl!

Joonis 1.5: Tetraeeder

seadust (integreerimisel on rakendatud keskeirtusteoreeme) |

d
&(v )=ty a to a+ foo (1.99)
Siin on tetraeedri ruumala, a ja a* { tetraeedri tahkude
pindalad, v { tetraeedri punktide keskmine kiirus ningf { kesk-

mine mahupud.
Jagame mied viimase avaldise ajalaseme a! O nii, et punkt p

laheneb pinnales mahu seest. Kuna = al! 0, siis piiril saame
da C ok
tny) = tk—— = tyn" = t7Ny; 1.100
m = Wy = k ( )
sest teatavasti elementaarpindda = nda = da‘g, ja da = nkda.
Kokkuvettes oleme seegasestanudteoreemi | pingevektor pin-

napunktis p on lineaarfunktsioon uhikulisest pinnanormaalistn.
Selle lineaarfunktsiooni kordajateks on pingevektorid, misajuvad
vaadeldavat punktidbivatel koordinaattasanditel.

Pingevektorid t, ei ssltu pinnanormaalist n. Eeldades, ett(,) on
pidev funktsioon normaalistn ja vettes valemis (1.100)n = n
saame

t( n) = t(n); (1101)
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st., punktis p mejuvad sama pinna vastasklgedel wrdvastupidised
pingevektorid.

1.2.12 Pingetensor

Pingetensori komponent (pingekomponent, on koordinaatpinnal
xX = const mejuva pingevektorit, |-is komponent, st.,

tk = tug' (1.102)

Seega mitab esimene indeks koordinaatpinda, millel pingevektor
tx mejub ja teine indeks vaadeldava komponendi ejumise suun-
da. Pingekomponentide positiivsed suunad omaidatud joonisel 1.6.

t33
K~
S~ t3

|
|
!
c ! [}

x3 1
! | ta2
| <12
b | ARy
T
ta | b t
/ﬂl /
b <=z | —
[ 22
|
-t, l ; t2
B I
B/ ATta 1
S e
7ty /
/ 1

x1

Joonis 1.6: Pingetensor

Pingetensori normaalkomponent& = | nimetataksenormaalpinge-
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teks'® ja segakomponentd 6 | nihkepingetek¥'.
Pingevektorit,) saab nied avaldada kujul

tm = ten® "5 tng; (1.103)

kust
t(n)| = tk|nk: (1104)

Seega olemedestanudteoreemi | punkti p labival suvalisel pinnal
(normaaligan) mejuv pingevektott ) avaldub lineaarfunktsioonina
vaadeldava punkti pingetensoridi .

M arkus: Kui vaadeldavat pingetensorit t,, on vaja eristada
teistest pingetensoreist, siis nimetatakse ted@auchy pingetenso-
riks.

Meetriliste tensoritega indekseid éstes saame moodustada kontra-
variantseid ja segatensoreid, &iteks
gkmglntmn — glntkn — tkl

Seega, lisaks valemeile (1.102) ja (1.103), on pingevektorite avalda-
miseks mitmeid wimalusi |

8

> tm = g’ = t¥n'ge = t*nige = tun®g';

S tk=t4g' = tNg; (1.105)
Dt = o= tag'

Peapinged, pingetensori peasuunad ja invariandid

Kui massi- ja pinnamomendid puuduvad, siis on pingetensdiy,
sasmmeetriline. Seega kehtivad tema kohta samad seadesasused,
mis deformatsioonitensorite kohta |

16| k. normal stress
17| k. shear stress
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(i) pingetensoril leidub vahemalt kolm peasuunda;

(i) pingetensoril leidub kolm peapingett ( =1;2;3), mis meju-
vad peapindadel,

(i) peapindadel on nihkepinged nullid;

(iv) pingetensoril leidub kolm ssltumatut invarianti | ¢, Il ja I,
mille leidmise eeskirjad, &bi pingetensorit¥, vei peawartuste
t , on analoogsed Greeni deformatsioonitens@i | invarian-
tide leidmise eeskirjadele (1.68) (lk. 22).

1.2.13 Liikumishulga ja kineetilise momendi
lokaalse tasakaalu seadused |
Cauchy liikumisseadused

Liikumishulga lokaalse tasakaalu seadus

1 @ p_.
—— t“ + (f a)=0
p—g@k g ( )
ehk (1.106)
th,+ fk a =0

Need werrandid valjendavadki likumishulga lokaalse tasakaalu sea-
dustja on samas tuntud kaCauchy' esimese liikumisseadusena

Alternatiivsed kujud:
8
>ty +  fk & =0;
> tlk;| + (fk ak) =0; (1107)
Ttk + (fk &) =0:
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Kineetilise momendi lokaalse tasakaalu seadus

Vaatleme mittepolaarset juhtu (st. puuduvad mahu ja pinnamo-
mendid) ja eeldame, et liikumishulk on lokaalses tasakaalus. Sel
juhul saab kineetilise momendi lokaalse tasakaalu seadkigu

gk t“=0 ehk Ut =0 (1.108)

Verrandid (1.108) on tuntud ka Cauchy teise liikumisseadusena.
Sisuliselt ahendab viimane tingimus, et pingetensor peab olema
ssmmeetriline |

ik tjk =0 ) tjk tkj =0; (1109)

Jareldus: Kui likumishulk on lokaalses tasakaalus ning mahu-
ja pinnamomendid puuduvad, on kineetiline moment lokaalses ta-
sakaalus parajasti siis kui pingetensor onusimeetriline. Seega

on meil vaadeldaval juhul vaid kuus seltumatut pingekomponen-
t| tll.t22.t33.t12 - t21.t13 - t31.t23 - t32 st.

ty = ti; tkl = tlk; tk| = t|k: (1110)

1.2.14 Liikumisv errandid Lagrange'i
koordinaatides

(Pseudo)pingevektorT K esitab pinget ruumipunktis x, kusjuures
pinge vastab deformeerumata pinnaldA materiaalses punktisX =
X(x;t) ja

tmda= thda, = TX dAk: (1.111)

Seos pingevektoriga* (mis vastab deformeerunud pinnalela):

th=J XK TK ja TX = IX Ktk (1.112)
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Piola-Kirchho pseudopinge tensorid: Piola (1833, 1836 ja
1848) tvi sisse pseudopinge tensoritl' ja TKL nii, et

-I—K — TKI g = TKL XI;LgI = TKL G.: (1113)

Tanapaeval on need tensorid tuntud kuiesimene ja teine Piola-
Kirchho pseudopinge tensor. Terminit pseudopinge kasutatakse
siin seesbttu, et melemad tensorid wljendavad pinget algse (defor-
meerumata) pinna kohta. TensofmK!' esitab pinge ruumipunktisx
ja tensor TKL materiaalses punktisX . Seosed Cauchy pingetenso-
riga:

TKl = JX K -ktkl . tkl =] 1Xk-K TKl .
TKE = TRIXE ) = XK X M, (1.114)
tkl =] le;K XI;LTKL : TKl — XI;LTKL :

Cauchy esimene liikkumisseadus (liikumishulga tasakaalu
seadus):

~TK -0N-
GT"™ + |£]Z} (f a)=0;

- 1.115
TKk K+ f k ak — O, ( )

X, T+ f< &< =0:

Koolon tahistab viimastes wrrandites kovariantset istuletist
(AKK = AKK(X ;)

K k

AKk L= AKk " + ML AMk + AKk | + m AKm X|;|_:
| {z o {z }
AKk L AKk q
(1.116)
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Cauchy teine liikkumisseadus (kineetilise momendi tasakaa-
lu seadus):

(1.117)

Tensoritega TX- ja TX' seotud valemeid on mugav kasutada
vaikeste deformatsioonide puhul, sest nad on seotud algpinnaga
ning jarelikult on lintne aproksimeerida prgnevaid waikseid muu-
tusi. Deformatsiooni lkaigus keha walispind muutub ja seega tuleb
rajatingimused esitada liikkuval ja muutuval pinnal ning nad sltu-
vad siirdevektoristu, mis on tundmatu. Lagrange'i kirjelduse puhul
aga siin probleemi pole, sest rajatingimused esitatakse algse pinna
jaoks, mis on teada. Bsi kell, likumisv errandid ise on sel juhul \pi-
sut" keerukamad. Lineaarse teooria puhul erinevus kahe vaadelda
kirjelduse vahel kaob.

1.2.15 Energia ja entroopia

Keskkonnale (wi tema osale @i kehale) rakendatud pind- ja ma-
hujeud pehjustavad tema osade liikkumist. Lilkkumise olemusedtub
keskkonna (wi keha) omadustest. Miteks deformatsioon, giga ke-
ha liikumine, vedeliku voolamine. Seega teevad keskkonnale raken-
datud jeud teed ja keskkond omandab energiat. Nimetatud ener-
giale wib liituda veel muu paritoluga energiaid (raiteks soojus-
energia, keemiline energia jne.). Pideva keskkonna mehaanika pu-
hul piirdutakse muude energiate osas tavaliselt vaid soojusenergia
ga.Summaarne energid on seega phjustatud soojusenergiast ja
valisjpudude weost. Osa sellest summaarsest energiaskulutatak-

se kineetilise energi kujul (raiteks keskkonna deformeerimisek®sv
vedeliku voolamiseks)tlejeanud osa summaarsest energiast kuju-
tab endast vaadeldava keskkonna (kui mehaanikalisesteemi) si-

18], k. Total energy
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seenergiat®. Deformeeruva keha puhul gib siseenergia koosneda
naiteks soojusenergiast ja deformatsioonienergiast, vedeliku V&0
misel aga soojusenergiast ja viskoosse dissipatsiooniga seotwgt-en
giast.

Pideva keskkonna mehaanika IV p  ehiaksioom |
energia j aavuse seadus

Globaalne energia j aavuse seadus (termod enaamika | sea-
dus): Kineetilise ja siseenergia summa muutumise kiirussvdub
valisjpudude poolt ajaihiku jooksul tehtud tee (valisjsudude wim-
suse) ja ajalhiku jooksul keskkonda sisse tulnudei sealt lahkunud
soojusenergia summaga |

K+ E=W+Q: (1.118)

Kineetiline energia: Keha (mahus sisalduva massM ) kinee-
tiline energia®® (dM = d )
Z Z Z

vid = v vd

=

K = guvivid:  (1.119)

1 —
2 2

Siseenergia: Kui on teada siseenergia tihedu$ (ehikmassi koh-
ta), siis Vi 7

E= "dM "d: (1.120)

191, k. Internal energy. Siseenergia miste vettis 1851. a. kasutusele W.
Thomson snastamaks termoainaamika | seadust.
201 k. kinetic energy
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V alisj sudude t ®® ajaehikus (v alisj eudude v eimsus):
Z z Z z
W= tPvyda+ fPvd =ty vdat  f vd: (1.121)
S \% S \%

Siin elementaarpind da = dxg,
da, = da gk.

dx@ = nda = dag ja

Aja whiku jooksul keskkonda sisse tulnud v ei sealt lahku-
nud soojusenergia:  Soojuse juurdevool koosneb kahest osast: (i)
soojuse juurdevooldbi pinna S kehasseV ja (ii) keha siseallikaist
toodetud soojus, st.,
VA z z z
Q= ofda, + hd = q nda+ hd : (1.122)
S \% S \%
Siin g = d°g, on soojuse juurdevool ehk soojuse voog pirataku
kohta ja h | keha siseallikaist toodetud soojus massuhiku kohta.

Lokaalne energia | aavuse seadus

"= tPdy + Pt h (1.123)

Esitatud diferentsiaalverrand valjendab lokaalset energia gavuse
seadustja teda nimetatakse kaenergia lokaalse tasakaalu diferent-
siaalwrrandiks. Kuna arvesse pole eetud energia jaotust elemen-
taarmahu pinnal, siis widakse siia lisada veetiks of., teepi liige.
Viimases avaldises esinevat mehaanikalist energiat

= tPid,, (1.124)

nimetatakse kapinge wimsusekssest ta iseloomustab pinge poolt
deformeerimisel wi voolamised tehtud ®® muutumise Kiirust.
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Potentsiaalne energia

Vaatleme juhtu, kus mahu- ja pinnamomendid puuduvad (nn. mit-
tepolaarne juht) ning valisjeud f , (massipud) on statsionaarsed ja

avaldatavad lebi potentsiaali U(x), st. f, = U,. Seega potent-
siaalne energia 7
U= ud (1.125)
Valisjpudude wimsuse avaldisele (1.121) saaluad anda kuju
Z
W= tPvyda U (1.126)

S

ja globaalsele energiaspvuse seadusele (termathaamika esimene
seadus) kuju 7
K+ E+ U= tPyda + Q: (1.127)
S
Antud kujul v aidab termodenaamika esimene seadus, et koguener-
gia muutus werdub pindjeudude wimsus pluss soojuse juurdevool
ajaehikus. Kui p.p. on null, siis

K+ E+ U= const: (1.128)

Selline olukord esineb kui keha on isoleeritud (sQ = 0) ja pin-
najeud ja/vei kiirused on nullid vei omavahel risti.

Entroopia

Entroopia  on termodenaamiline olekufunktsioon, mis iseloomus-
tab energia perdumatut hajumist. Tihti de neeritakse entroopiat
ka kui suurust millega needetakse ssteemi korrastamatuse astet.
Energia ja entroopia konteseptsioonid on termathaamika alusta-
lad. Termodenaamika esimene seadus | energiagavuse seadus
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| s atestab, et materiaalses ssteemis muutub energialhest vor-
mist teise kuid ei teki juurde ega kao. Samas emtesta see sea-
dus, mis vormis selline energia muutumine ehklekanne toimub.
Naiteks ei anna termodinaamika esimene seadus informatsiooni sel-
le kohta, kas sellineslekanne on meratav vei peerdumatu. Viimane
keisimus energiallekande weratavusest on eriti ®htis juhtudel, kus
on vaja teada energia hulka, mida oneimalik vaadeldava sisteemi
puhul kasutada. Entroopia kontseptsioon tuuakse sisse selleks, et
meeta energia hulka, mis on perdumatult muundunud kasutata-
vast vormist kasutamatusse. Viimase all tuleb mista seda hulka
energiast, mida pole enam aimalik muundada (mehaanikaliseks)
tooks. Naiteks, kui deformeeruvale kehale sjub jeud, siis keha
(uldjuhul) deformeerub. Viimase protsessiga kaasneb alati teatav
temperatuuri teus (soojusenergia juurdekasv). Sellist soojusenergia
kasvu deformeerumisprotsessis iseloomustabki entroopia.

Seisteemi summaarne entroopia:

kus on erientroopia ehk entroopia tihedus(masskhiku kohta)??.
Tema dimensioon dim() = (energia)=(mass temperatuur)

Termod enaamika teine seadus

Entroopia tootmise Kkiirus:

z z
Nn=n Ty hs o (1.130)
= H a m i .

Klassikalised snastused: 1)Clausius:soojus ei saa iseenesest min-
na kelmemalt kehalt soojemale; 2)Kelvin: protsessid, mille ain-
saks tulemuseks on keha jahtumine ja selle arvelt saadasetpole

211.k. speci c entropy or entropy density
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veimalkud; 3) Caratteodory: iga termodeinaamilise olekuembruses
eksisteerivad nn. naaberolekud, kuidleminek ehest naaberolekust
teise pole wimalik adiabaatilise protsessi &igus.

Termod mnaamiline olek

Termodenaamikaeks pehieeldus widab, et igal materjali jaoks lei-
dub eks ja ainult eks funktsioon, mida nimetatakse siseenergia ti-
heduse funktsiooniks ja mis on esitatav kujul

"= i X)) (1.131)

Siin  on erientroopia ja suurused kujutavad endast mehaanika-
lisi, keemilisi, elektromagneetilisi jne. parameetreid, mis iseloomus-
tavad sesteemi termoaunaamilist kaitumist. Suurusi  ja  nime-
tatakse termodeinaamilisteks olekumuutujateksing nad mearavad
sesteemitermodenaamilise olekumateriaalses punktisX . Kuna si-
seenergia tiheduse funktsiooh iseloomustab vaadeldava materjali
sisemist ehitust, siis nimetatakse tedalekufunktsiooniks

Temperatuur # ja termod enaamiline pinge on de neeritud

jargmiselt |

w @ e @
# = @ ja @ (1.132)

Seega kseeritud materiaalse punkti jaoks avaldub siseenergiaeih
duse bpmata waike muut kujul
"z H#d + d (2.133)

Viimane on tuntud kuiGibbs'i verrand [1873].



1.2.16. Pidevustingimused ehk sobivustingimused 44

1.2.16 Pidevustingimused ehk
sobivustingimused

Kolmemestmelises ruumis on deformatsioonitensori kuus ¢ku-
matut) komponenti seotud siirdevektori kolme komponendigaabi
kuue wverrandi (vt. (1.46) Ik.17). Naiteks,

2Ex. = Ckr Gk =2Ek = Uk + ULk + GMN Uy Kk UnoL:

(1.134)
Kui on teada siirdevektori komponendidUy , siis valemi (1.134)
pehjal saab mearata kas tensoriCyx, vei Ex. kuus komponenti. Kui
aga on vastupidi, st., et teada on tensorCy_ vei Ex. kuus kom-
ponenti, siis on meil kolme tundmatu nearamiseks kuus errandit.
Jarelikult on meil tegu ulemearatud seisteemiga. Selleks, et siirde-
komponendid Ux oleks eheselt nearatavad ja pidevad (siirdewli
peab olemaeheselt maaratud ja pidev) tuleb neeid deformatsiooni
tensori komponentidele peale panna lisatingimused, mishstaks
nende meelevaldse valiku. Neid tingimusi nimetataksgidevustin-
gimusteks ehk sobivustingimustek®. Kui siirdekomponendid Uy
on ette teada (siirdekomponendid on valitud phimuutujateks) siis
on kooslelatingimused automaatselt aidetud. Kui aga pehimuut-
jateks on deformatsioonitensorid, siis on sobivustingimustehita
oluline roll.

Avaldised
a(m;ln + Qn;km Qm;kn ekn;|m+
1
+ Cpq [(emq;l + elq;n Qm;q) (a(p;n + enp;k ekn;p) (1135)
(Bgin * €ngl Bnig) (Bkpim + €mpk &m:p)] = 0

kus ¢ on Fingeri deformatsioonitensor, esitavad pidevustingimusi
Euleri deformatsioonitensori jaoks.

22| k. compatibility conditions
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Kui avaldistes (1.135) asendada tensag, lineaarse teooria defor-
matsioonitensorigaey = %(uk;l + U;x) ning heljata keik mitteli-
neaarsed likmed, saame lineaarse teooriafimata vaikeste defor-
matsioonide) sobivustingimused |

€nim * €mkn  €kmin  Enkm =0 (1.136)

Saadud 81 wrrandist vaid 6 osutuvad lineaarselt sltumatuteks.
Tasapinnalise deformatsiooni puhulgab neist kuuest prele vaid
eks verrand.

1.2.17 Olekuv errandid

Olekuverrandid on vaja sisse tuua selleks, et saad®ndseks tund-
matute arv ja verrandite arv. Meil on kaheksa wrrandit: massi
jamvus | 1 v errand; Cauchy | ja Il likumisseadus | 3 + 3 v erran-
dit; energia j@avus | 1 v errand. Eringeni jargi on tundmatuid
kakskemmend viis: tihedus | 1; kiirusvektori komponendid v,
| 3; pingetensori komponendid t! | 9; momentpingetensori kom-
ponendidm! | 9; soojuse juurdevool ¢ | 3. Lisanduda v eib veel
elektrilisi ja keemilisi muutujaid. Kui tegu on nn. mittepolaarse
juhuga, siis wheneb tundmatute arveheksa momentpingetensori
komponendi ja kolme pingetensori komponendierra ning samas
verrandite arv kolme werra (Cauchy Il likumisseaduse arvelt, mille
pehjal peab pingetensor olemaesnmeetriline). Seega antud juhul
on viis verrandit ja kolmteist tundmatut.

Nimetatud verrandid kehtivad suvalisest materjalist keskkonna pu-
hul, olekuverrandid kirjeldavad aga konkreetse keskkonna omadusi.

Olekuv errandidite tuletamise meetodid:

(i) statistilis mehaanikaline | arvestab keskkonna koosnemist
osakestest;
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(i) puht matemaatiline | eige arv wrrandeid tagab #ieisikaliste
nahtuste eihese kirjelduse;

(i) termod mnaamiline | arvestab eeskatt soojuse ja temperatuu-
r meju;

(iv) pideva keskkonna #eisikal baseeruv meetod | arvestab keiki
kolme eeltoodud meetodit.

Olekuverrand kirjeldab teatavat idealiseeritud materjali. Et see kir-
jeldus oleks adekvaatne, peab tahtuma teatavatest printsiipidest.

1. Valistamise ehk llgamise printsiibid

(a) Parilikkuse (malu) arvestamine
(b) YUmbruse printsiip

(c) Verdse kohaloleku ehk etumatute olekuparameetrite
valiku ehesuse printsiip

(d) Uni tseerimise printsiip
jne.

Invariantsus koordinaatteisenduste suhtes
Ruumiline invariantsus
Materiaalne invariantsus

Mesetehikuist seltumatuse printsiip

o o M D

Sobivusmuded
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Greeni meetod

Lahtub heiperelastse keha mudelist | siseenergia on funkt-
sioon deformatsioonist. Miteks

o' = ( XMixM g% s G xFk)
vel (1.137)
o' = (X5 ;

kus I;11 ja Il on invariandid whest deformatsioonitensorist
(CKL, & EKL | ¢M jne., jne.).

Elektrilised, keemilised ja termodinaamilised mhtused
heljatakse.

Eeldatakse, et eksisteerib nn. loomulik olek.

Eeldatakse, et dissipatsioon puudub.

Cauchy meetod

1. Lahtub ideaalselt elastse keha mudelist | pinge sltub vaid
deformatsioonist, st. eeldatakse, et pinge on deformatsiooni
funktsioon.

2. Onuldistatav ka dissipatiivsele sisteemile.
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1.3 Elastsusteooria p ehiv errandite
seisteem

1. Massi j aavuse seadus: Lokaalne massi gavuse seadus on
esitatud kas Lagrange'i wi Euleri koordinaatides:

materiaalne pidevuserand®® |

P — 1
— = M= g——; (1.138)
1 B
ruumiline pidevuswerand®* |
@ kK —n-
o vV x=0 (1.139)

2. Cauchy [ ja Il liikumisseadus. Euleri koordinaatide korral
on Cauchy I liikumisseadus esitatav kujul

t,o+  fk &k = Vo
tha+ (fx a)=0  vei (1.140)
t|k;I + fK a" =0

ja Cauchy Il likumisseadus kujul
t =t vei t4=1tk (1.141)

Loomulikult saab Cauchy I ja Il likumisseadust esitada ka Lagran-
ge'i koordinaatides (vt. alajaotus 1.2.14 Ik. 36).

23], k. Material equation of continuity
24], k. Spatial equation of continuity
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3. Keskkonna olekuv errandid. Naitena vaatleme kahte isot-
roopset keskkonda iseloomustavat olekewandit.

Kokkusurutav keskkond | Fingeri olekuv errand (vt. Pideva
keskkonna mehaanika loengukonspekt).

= b, ck+ by 4+ bk (1.142)
%blz(mcﬁgc g ||2| 1@@?&;
by = zpm ”C@%CHHC@C?IDIC | e
% :q% ||01@C;?01+||| Cl@cﬁé , e
2 b 2pE%: 2q I Cl@f@l—é:

Kokkusurumatu keskkond | Ariano-Rivlini olekuv errand
(vt. Pideva keskkonna mehaanika loengukonspekt).

@g(:lcllﬂ 2@@'01Ck|2

t“= pk+2 (1.144)

Isotroopse materjali korral on loomulik eeldada, et  t alati kui
. Seebttu peavad olekuwrrandid rahuldama lisatingimusi

@ 2@(>Okui 6 (;; 6)

+ .
0 kui = (;; 6):

@ . @ . (1.145)

Lisakas wlaltoodud verranditele tuleb wveli saab kasutada
alljargnevaid seoseid ja tingimusi.
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4. Geomeetrilised ja kinemaatilised seosed.
Deformatsioonitensorid |
Ca = Gre X uX by
1 (1.146)
oKl = GKL Xk;K XI;L:
Kiirus ja kiirendus |
Du¥ @u
k — — kK .
V————+U-V, 1.147
bt ~ @t (1.147)
Dvk  @v
k — = ZV kol
a D ot VeV (1.148)
5. Alg- ja rajatingimused.
Kui keha pinnal S on pingedt¥,, teada, siis
t“my = t*n = s pinnal S: (1.149)

Kui teame pinna S siirdeid, siis voime kirjeldada kasx* vei
uk pinnal S.

Veimalik on ka nn. segarajatingimuste juht, kus osal rajapin-
nal on antud siirded, osal pinged.

Algtingimused
X“(X;0) = xo;  x4(X;0) = v (1.150)

kirjeldavad olukorda kehas alghetket = 0.

6. Pidevus- ehk sobivustingimused. Juhul kui pehimuutuja-
teks on deformatsioonid @i pinged, Wi kui teoorias esineb olulisi
lihtsustusi (neiteks plaatide ja koorikute teoorias), aheb uldjuhul
vaja veel nn. sobivus- ehk pidevustingimusi (vt. alajaotus 1.2.16)
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Peat ekk 2

Valik teemasid
mittelineaarsest
elastsusteooriast

2.1 Homogeenne ehk whtlane defor-
matsioon

See oneks lihtsamaid elesannete klasse elastsusteoorias Valime
DRK, st. xx  z«jaXk  Zg . Uhtlasi koab erinevus ko- ja kontra-
variantsete koordinaatide vahel ning edaspidi on selles paragrasv
indeksid all.

2.1.1 P ehiseosed
Homogeenset deformatsiooni esitab teisendus
Xk = AkK XK ; (21)

kus A on konstantne ja mittesingulaarne tensor. Vasta\}3
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peerdteisendus
1
Xk = Axk Xk (2.2)

1
ja Aw Ax = k. Cauchy deformatsioonitensor ja vastav
peerdtensor olid de neritud kujul

G = GrL Xk Xpy ja ClkI = GyL Xk XpiL
DRK puhul teatavasti Gk, = GX* = «, jags = ¢¢ = . Seega
1 1 . 1
G = kL AkkAu Ja Cu = kLA AL (2.3)
Lokaalse massigavuse seaduseqghjal
—=pm=pjck_|j= AlKk: (2.4)

0

Seega on homogeenne deformatsioon isohooriline parajasti siis kui
1

Axk = 1. Pingete ja deformatsioonide vahelist seost esitav ole-

kuverrand on saadud Greeni meetodil (vt. Ik.47). Eeldame, et sise-
energia on esitatav kujul ¢" = (I ;II;Ill), loeme keskkonna isot-
roopseks ja &htume jargmistest olekuwrrandeist (I | T D):

(a) kokkusurutav keskkond |

ty = by Clkl +hhw boa; (2.5)

kus fenomenoloogilised kordajad

% b= pl—
2 @ @
- @ & 2.6
% P ”@| 1 Qi (2.6)
P @
= 2 =
@
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(b) kokkusurumatu keskkond |

tk = P +2% Clkl 2%

kus p on hedrostaatiline surve.

Cul; (2.7)

Asendades deformatsioonitensorid (2.3) olekawrandeisse (2.5) ja
(2.7) saame kokkusurutavale keskkonnalesvrandi

11
th = b1 kLt Ak AL + b W+ b kL Ak Al (2.8)

ja kokkusurumatule keskkonnale

@ @
ty = +2— | A A 2— A A 2.9
kI P ki a KL Akk AIL a KL Akk ALl: (2.9)

Vaadeldaval juhul, st. homogeense deformatsiooni korral, on nii

tensorid Ak ja AlKk kui fenomenoloogilised kordajad ;, ky ja
b, konstantsed. Pinge-deformatsiooni seoste (2.8) ja (2.9) kofra
on tasakaaluwrrandid (Cauchy | likumisseadus (1.140) juhul kui
f = a =0) tg; = 0 kokkusurutava keskkonna puhul automaat-
selt rahuldatud ja kokkusurumatu keskkonna puhul kup = const:
Jargnevalt vaatleme neningaid erijuhte.

2.1.2 Puhas homogeenne deformatsioon

Puhta homogeense deformatsioonpuhul on deformatsioon kirjel-
datud kujul
Xp= i Xy; i=1 (2.10)

ehk (
(2.11)

1. k. Pure homogeneous strain
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1
Seega tensoreildx ja Ak vastavad maatriksid

2 3
1 0 0 1 1:1 0 0
[Ak]l=40 , 09 ja Ak =40 1=, 059
0O 0 g 0 0 = ;3

(2.12)

. . . . . 1
Ulesanne: Leida deformatsioonitensoritelec, ja Ccy Vvastavad
maatriksid!

h L
[ca] = Cu =
(2.13)
Invariandid: 8
31=1 4= I+ 2+ 5
GI=la= 1o+ 55+ 55 (2.14)
Sa=n o= 222

Neeid saame wrrandist (2.8) kokkusurutava materjali jaoks
8

_ 1 @ 2 2@ @ .
?11_21?@+ T @ T otran
_ 1 @ ., o @ @ .
2=22 — @t t ig T iigr ' (a5
1
§t33:23 %"' %"‘%%"‘12%;
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Kokkusurumatu keskkonna puhul Ill = ; , 3 = 1 ja valemist
(2.9) jareldub, et
@ 2@
te = P+2 i— S—: 2.16

2.1.3 T emme

(Lihtsa) t embée® puhul on kaks normaalpinge komponenti nullid ja
vastavad pikenemiskoe tsendid on erdsed, miteks t,, = t33 = 0
ja 2= 3. Seega saavad kokkusurutava materjali olekevrandid

(2.15) Kkuju
8
_ 1@ @ ,@
=2, 3@ @ ‘e 2.17)
2. 1@, 1,2 @ Q@ |
1 2@ 2 1 @ L2ai

Verrand (2.17), seob omavahel pikenemiskoe tsendid; ja , =

3. See on transtsendendentnesvrand, mille lahend , = f( ;) va- ?
jab igal juhul teiendavat uurimist, sest (\hemalt Eringeni pshjal)
ei pruugi ta olla whene ja reaalne.Seegaeib tasakaal sltuda
naiteks koormuse rakendamise viisist.

Kokkusurumatu keskkonna puhul annalt,, = tz3 = 0 asendamine
verrandeisse (2.16) adrostaatilise surve

2
p= —1—% 2 1—8 ) (2.18)
ja pinge
1 1
t11:2 i —1 %4‘ —l% (219)

2]. k. Simple extension
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Kokkuv ettes on olukord kokkusurumatu materjali puhul verrel-
des kokkusurutava materjaliga mnewerra lihtsam, sest pinget;
seltub vaid pikenemisest ;. Kokkusurutava materjali puhul aga
lisaks ka pikenemistest , = 3, kusjuures ; ja , vahelise seo-
se masramine \Bib osutudawpris komplitseerituks. Enamgi veel, et
tagada vaadeldava kokkusurutava materjali puhul kindla suuriega
pikenemine, wib osutuda vajalikuks pindkoormuse rakendamine.

2.1.4 H wdrostaatiline surve

Hedrostaatilise survé puhul = K jaty = pw. Seega saame
verrandeist (2.15) avaldada surve

1@ @ 3 @
= 2 ——+2K—+K°— : 2.20
P K@ @ @il (2.20)
Kuna Il 11, I5lllc= £335=K%ja=,= pTc, siis
K = & o= . Seega nii deformatsioonitensoric invariandid kui

siseenergia avalduvad tihedusefunktsioonidena (I = I( );:::; =
() ning ka olekuverrandi (2.20) uldkuju on p= p( ).

2.1.5 Nihe
(Lihtsa) nihke* puhul deformeerub ruutOABC reepkellikuks OAbc 0
(vt. joonis 2.1). Need kirjeldavad deformatsiooni seosed
x1= X1+ KX 2% x?=X?% x3=X3; (2.21)
kus K =tan . Seega valides
2 3 2 3
1 K O 1 1 K O
[AL]=40 1 P ja AL 40 1 (2.22)
0 0 1 0O 0 1

3. k. Hydrostatic pressure
4. k. Simple shear
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Joonis 2.1: Nihe

saame ka nihke puhul esitada deformatsiooni kujul (2.1), st. kahre
on vaadeldav homogeennse deformatsioonina ja vastavalt avaldist
le (2.3) avalduvad Fingeri ja Greeni deformatsioonitensorid kujul

2 3 2 3
hli 1+K?2 K O 1 K 0
cqy =4 K 1 ® jaag]=4 K 1+K?2 09;:
0 0 1 0 0 1
(2.23)

Fingeri deformatsioonitensori clk| invariandid
I=11=3+ K%jalll=1: (2.24)

Viimane verdus viitab isohoorilisele deformatsioonile.

Asendades avaldised (2.22){(2.24) olekevrandeisse (2.5) ja arves-
tades werduseid (2.6) saame pingetensori komponendid
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8
_ , @ , @ @ .
tp =2 1+K @+2 2+ K @+2@,
t22:2@+49+29;
@ @l @il
L@ , @ +2@ _ (2.25)
§t33—2@+2 24 K2 Sr 2
” t12:2K %+% ; t23:t31:O:

Deformeerunud pinnaAc ehiknormaali n projektsioonid koordinaa-
telgedel (vt. joonis 2.1)
( ( 1=2),

np=cos = 1+K? :

) (2.26)
n,= sin = K 1+K2 ™ .n.=0

Keha pinnal mejuva pingevektori koordinaattelgede sihilised kom-
ponendid on esitatud valemigéety) = tyn; (n on pinna normaal
ning indeksid on all, sest kasutame DRK). Seega,

8

_ , (1) @ @ @ .
%tl(n)—Z 1+K @ la T ar

_ 2(1:2) @, @ (2.27)
Etz(n)— 2K 1+K @"'@ )

' tg(n) =0:
Normaal- ja nihkepinged (tangentsiaalpinged) tahuAc

8
% N = t(n) n= tk(n)nk =

S qeg2(= @ o 2@ L 2 @

E @ @l all
@ @

P Tt mEteme= K 1+K? P e

(2.28)

2.1. Homogeenne ehluhtlane deformatsioon 59

kusm; = n, jam, = n;. Deformeerumata pindadelX > = const:

ja X 3 = const: mejuvaid pingeid saab leida otse valemeist (2.25).IO

Leitud pingeavaldistest rhtub, et vastupidiselt lineaarsele teooria-
le, pole antud juhul weimalik saavutada nihkeseisundit vaid nihke-
pingete rakendamisega kuubi tahkudele. Antud juhul tuleb nihke
saavutamiseks lisaks pingetele,; = t1, rakendada ka normalpin-
ged pingedt (vt. valemid (2.25)). Viimased wib omakorda jagada
kahte ossa:

(i) ruumala muutust | Kelvini eekti | ara hoidev
heidrostaatiline temme, mis on wrdne normaalpingegd,,;

(i) keha proportsioonide muutust | Poyntingi e ekti |
arahoidev osaty,  tao.

Kokkusurumatu materjali puhul lahtume olekuwsrrandist (2.7) ning
valemeist (2.23) ja (2.24) ning saame pingetensori komponendid

kujul
g @ @
3ty = p+2K2@; to= p ZKZ@; tzz= p;
; e o (2.29)
; t12:2K —_—t — t31:t32:0:
@ @

Valides viimastes wrrandites p = 0 saame pinnadX 3 = const:
pingevabaks.

Kokkusurumatu materjali puhul loomulikult ei esine Kelvini e ekti,
kuid Poyntingi e ekt on endiselt esindatud (vt. t;; ja t,, avaldisi).

Nii kokkusurutava kui kokkusurumatu materjali puhul

11 tor = Kt qo: (230)
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2.2 Ringsilindri v aane

Ringsilindri enk umarvarda (ehtlast) veanet® esitab deformatsioon
r=R;, #= + KZ, 1z = Z (2.31)
kus K on vasne varda pikkusthiku kohta. Antud juhul Euleri koor-

dinaadid x* $ r;#;z ja Lagrange'i koordinaadidXX $ R; ;Z,
kusjuures vastavalt de nitsionile (2.31)r = R.

X=27

Joonis 2.2:¥marvarda veane

Silindriliste koordinaatide puhul meetrilised tensorid

2 3 2 3
1 00 1 0 0

[ga]= 40 r2 05 ja [Gk. ]= 40 R? 09: (2.32)
0 0 1 0 0 1

Deformatsioonitensoridgy = Gg. XK (X', ja ckl = GKL XK x! .
Kuna antud on likumise Lagrange'i kirjeldus, siis leiame alguic®

5], k. Uniform torsion of a circular cilinder
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.
cH :E::: e :é: (2.33)

Kuna kasutatavad olekuwrrandid on esitatud segatensorite jaoks,

siis tuleb jargmisena leida Cl"| = Om ckm ja vimase pwerdtensor
Ck|:
- -3

2.-. P -..3 2... P .
h i
X, :g::: D ::é; ja :g::: D :::z (2.34)

Fingeri deformatsioonitensori cl"| invariandid
l=11=3+ K?%2jalll=1: (2.35)

Seega on deformatsioon isohooriline ning sett vaatleme siin vaid
kokkusurumatut materjali. Parast indeksiteelestestmist saame ole-
kuverrandist (1.144)

8

1 _ @ ,o.
%t = p+2@ Z@I'
rt?2= p+2 1+K?r? @ 2@;
@ Q @@' (2.36)
33 _ 2,2 .
? = pr2g 214K o
23 _ @ @ 31 — +21 _
t°=2K @+@ Cot t 0
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Homogeense deformatsiooni puhul (vt. k. 53) olid Cauchy liiku-
misverrandeist saadud tasakaalusrrandid (p = const:) puhul au-
tomaatselt rahuldatud, need see aga nii pole. Cauchy | liikumis-
seaduse (1.107)pehjal omab tasakaaluerrand omab kuju

t<, =0: (2.37)
Meil tuleb leida®
t, = (2.40)

Seega tuleb leidagrgmised kovariantsed osatuletised:

% tll.l =

t?, = (2.41)

%

=

Viimaste valemite tuletamisel on arvestatud, et avaldiste (2.36)
pehjal rt? = t"+2K?r2& ja t33 = t'* 2K ?r2&-. Kuna avaldiste
(2.35) pehjal ssltuvad invariandid | ja Il vaid koordinaadist r, siis
saavad tasakaalugrrandid (2.41) olla rahuldatud vaid juhul kui

SKontravariantse tensori kovariantne tuletis |

Kooy |

AK = Ak
m m mn mn

AKn (2.38)

Christo eli s umbolid silindriliste koordinatide r;# ja z puhul |

T 2 _ 2 1 k _ ..
o0 = T 40 T o1 —; keik teised Im =0: (2.39)

-

2.2. Ringsilindri veane 63

p+2— 2— 2

8 11
57 } {

@ @ ,@ ,..@ _,
3

@r @ al @ (2.42)
@p_, @p,
o# @z

Seega gltub heudrostaatiline pinge p vaid koordinaadistr ja seega
saab ta mearata integreerides avaldist (2.42) st.
Z
@ @ , @
=2 — — K r—dr + Ci: 2.43
e @ " ,'@ v @8
Konstandi C; mearamiseks kasutame tingimust,; = 0 silindri pin-
nal r = a, st. avaldiste (2.36) ja (2 43) pehjal
a
C; =2K? r@dr (2.44)
o @
Asendame viimase srdusse (2.43), ning tulemuse omakorda aval-
distesse (2. 36) ning saame

a
t“— 2K2 rgdr;
r @ Z
a
r’t?2 =2K? r29 r@dr :
@ NG
e Za (2.45)
t3¥3= 2k? r’=+ r—dr :
§ o . '@
@ O
23— 9 o @ 31 _ 421 _
t @+ [ t t 0
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Silindri vabal otsal z = | on whiknormaal n = (0;0;1). Seega pin-
gevektorit(,) komponendidt,, = t“n,

thy=0; o) =13 g, =t% (2.46)

Jarelikult radiaalne pinge puudub, kuid eksisteerivad tangentsiaal-
ne pinge (nihkepinge) ja silindri telje sihiline normaalpinge. Viima-
se kbi ilmnebki Pointingi e ekt. Kuna eksperimentide pshjal on
tuletised &- ja & mittenegatiivsed, siis on pinge® 0. Kui var-
da otsa ei rakendata seda pinget tasakaalustavat normaailjdu, siis
silindriline varras peeiab veandel kiheneda. Lineaarses teoorias nor-
maalpingedt® heljatakse kui lspmata veikesed (wrreldes pingega
t23).

Silindri otspinnal mejuvate pindjeudude summaarse ®ju (pea-

vektori ja peamomendi) leidmiseks on vaja teada pingetenso-

ri feesikalisi komponente. Teatavasti on kontravariantse tensori
fuesikalised komponendid de neeritud argmiselt

gl = P OOt (2.47)

Seegat(l)(l) =t t@@ = r2t22 tE) = ¢33 ja t@@) = rt28 ning
otspinnal mejuvate pindjsudude (Q rt ?%; t3%) peamoment ja peavek-
tor avalduvad kujul
8 zZ.
SM,=2 r3t23dr;
5 Z 3 (2.48)
N=2 rt 33dr:
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2.3 Ploki paine

Vaatleme ploki (tala) painet’. Lagrange'i koordinaatideks on vali-
tud DRK (X! X;X?2 Y;X® Z) ja Euleri koordinaatideks
silindrilised koordinaadid x* r;x? #x3 2z).

z°)
Y
B b
-a o [a ¥ 0 Tl
c— D
Joonis 2.3: Ploki paine | tasandid X = aja X = a deformee-
ruvad silindrilisteks pindadeksr = ry jar = rp; tasandidY = b

tasanditeks# = #q; tasandid Z = const: tasanditeksz = const:

Joonisel 2.3 kujutatud deformatsioon on kirjeldatav valemitega

r =1 (X); #=09(Y); z= h(2): (2.49)

1. k. Bending of a block.Vt. ka pideva keskkonna mehaanika loengukons-
pekt paragrahv 2.10
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Meetrilised tensorid

GkL = GK-
KL =3 L3

2 3
1 0 O 1 0 0

g =40 r2 09; g¢ =40 r( 2 05;
0 0 1 0 0 1

. . . 1
Deformatsioonitensoridcy = Gg. XX Xt,, ¢k = GKExkex!y

ja ¢X = gm Ck™. Kui tehistamef® = @f=@Xg° = @g=@J&
h°= @h=@ 3iis

3
fO0 O
xkk =40 ¢° 05;
0 0 h
2 3 2 3 (2.50)
h i 00 0 nh i o0 0
da =40 05 ClkI =40 05:
0O O O 0 :::

Deformatsioonitensori clk| invariandid (arvestades, etr )

g|:fcﬁ+rzgoz+hoz:foz+fzgc2+hoz;

S [l = fOZ 2902+ f(ﬁh(Q+ rngQhCQ — 1:21: CQgOZ+ 1:(th2+ .I:ZgOZhOZ;
Nl = f%r2g®h® = f 2f Pg®h®:
(2.51)
Selleks, et protsess oleks isohooriline peab Il = 1. See on tagatud

kui ff °= A, g°= Cjah®= D =1=AC, kusA; C; D on konstandid.
Seega saame konkretriseerida funktsioonidigg ja h sisu | tuues
sisse veebhe konstandiB veime avaldada y

_P

2AX + B; #=CY,; z= DZ: (2.52)

Deformatsioonitensorid ja deformatsioonitensoric, invariandid
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saavad nueid kuju

3 3
h i A2=r2 0 r2=A? 0 0
¢k, =4 0 CZ2 05; ¢ =4 0 1=C¥2 0 5
0 0 D? 0 0 1=D?
2
_ 2,2 2. _ r 1 _
| = Cr“+ D% ”_ﬁ Az T Core =1
(2.53)
ning konstantide A; B; C ja D mearamiseks on argmised valemid
(vt. joonis 2.3) z
rs r2 rs+r2 # 4ab
A=-2_l.g=-2_1.c=20p= . (2.54
4a 2 b #o(r2 r2) (2.54)

Kuna tegu on isohoorilise deformatsiooniga, siis valime Ariano-
Rivlini olekuverrandi (1.144) (kokkusurumatu materjali jaoks)

tk| = p k|+2% Clk| Z%Ck|i

Arvestades deformatsioonitensorite avaldisi (2.53) on seega pin-
gete ja deformatsioonide vahelised seosedgmised

2@ 2’ @

1 _ .

?1_ T e ma
@ 2 @

t’2= p+2C?? —;
2= P @ curla (2.55)

3, = @ 2@
%tg— p+2D @ Dz@l,
" t5,=0; k6l

Tasakaaluwrrandid t',, = 0 saadakse Cauchy | liikumisseadusest
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(1.106). Seega on meil vaja leida kovariantsed osatuletiSed

n
tI|(2| = tlk;| kI tIn + In tnk; (256)
8 I
2ty =
= (2.57)
. t|3;l =
Seega saavad tasakaalevrandid kuju
1 2
@h | th 2 - 0; @, _ @k _, (2.58)
@r r @# @z

Vastavalt valemitele (2.53), ; avaldub siseenergia kujul o" =
(I ;1) = ( r).Seega valemite (2.58) ja (2.55), pehjal kap = p(r).
Avaldame valemitest (2.55),

tll t22 A2 2 @ r 1 @
=2 — Cr — 2 — — 2.59
r rs @ A2  C?%r3 @l ( )
Teiselt poolt, kuna (I ;1) = ( r), siis arvestades (2.53) ¢
@_e@@,0a@._. .
@ @@r @ @r
_ o th t%
- r
(2.60)
8Segatensori kovariantne tuletis |
Akl;m — Akl;m In Akn + k Anl
m mn

Christo eli s umbolid silindriliste koordinatide r;# ja z puhul |

i 2 2 1. . . k .
0y = r 12 = o1 o keik teised Im =0:
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Avaldiste (2.58), ja (2.60) pshjal @@r(tll ) = 0. Selle integreeri-
misel saame
th = + K; (2.61)

kus K on konstant. Asendades tulemused (2.60) ja (2.61) ole-
kuverrandeisse (2.55) saame pingetensorite normaalkomponentide-
le® avaldised

%tllz + K;
2
=2 Cr* % Dz—g -r%+ + K
2 > @ @ @
3 2 22
ts=2 D* 5 o~ o Clgr ** K
(2.62)

Vastavalt saadud avaldistele on pingedéwverdunud pindadelr = r;
jar=r;

thi(r) = ( r)+ K ja thy(ro) = ( rp) + K (2.63)

Kui vaadeldav deformatsioon on saavutatud vaid tala otstesse +a
kendatud koormuste abil, siis peavadilaltoodud pinged (2.63) ole-
ma nullid, st.,

(r)=(r)= K (2.64)
Viimane tingimus tahendab ehtlasi, et I(ry) = I(ry) ja li(ry) =
l(r,) , kust

A= Criry. ehk A?= rgﬁ: (2.65)

Seegagavad vabalt valitaveteks konstantideks miteks D ja rj. y

9NB! Segatensori normaalkomponendid osutuvad kasfusikalisteks kompo-
nentideks, sest r

Ok
t(k)(|) = tk| —.
u
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Paindemoment tala paksusughiku kohta
Z,, 1 Z,,
M, = re%dr=2r3 r3 K+ r dr (2.66)
ri 2 r
Kui onteada ja M , siis saab wrrandit (2.66) kasutada raadiuse
r{ mesaramiseks.

Deformeerunud oleku neutraalkihtr = ry on mearatud tingimusega ?
¢, = C?r? = 1. Seega arvestades (2.65% = Drir,. Kui D = 1,
siisz= Z = const:jarZ = ryr,. Sama tulemuse annab ka lineaarne
teooria.

Poyntingi e ekt avaldub jallegi selles, et pinget3; pole null.
Jarelikult tuleb puhta painde saavutamiseks rakendada vastassuu-
nalist pindkoormust.
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2.4 Leplik tasapinnaline deformatsioon *

Suur hulk elastsusteooriallesandeid on oma olemuselt tasapinnali-
sed. Nende lahendamine lihtsustub tunduvalt kui esitada siirdew
kujul

x2= x3(X1X?; x3= X3 (2.67)
kus on konstatant. Tasapinnalise deformatsiooni puhul indeksid
a; b; c;domavad weartusi 1 ja 2. Esimene avaldistest (2.67) kirjel-
dab deformatsioone X*; x?) tasapinnas ja teineshtlast pikenemist
x3 sihis. Siinjuures eeldatakse, et® ? (x!;x?) tasapinnaga. Sobi-
vaks keverjooneliseks koordinaasteemiks selliste protsesside kir-
jeldamisel on on miteks silindriline koordinaataisteem. Meetriline
tensor ja deformatsioonitensorid on aed esitatavad kujul

h i h . i #
0 a0 c 0
Oa = ng 1 ck = Cob , ¢ = Ob 2 -
(2.68)

Siinjuures on tensoridgsp, ca, ja ¢, vaid muutujate x! ja x2 funkt-
sioonid. Danaamika elesannete puhul wivad x? ja  seltuda lisaks
ka ajastt.

Deformatsioonitensori ¢¥, invariandid saab reed avaldada kujul ?

8 8
1 1
2 1= ¢ = ¢+ 2=1,+ 2% <l = da-
2 2 1 as
S == i+l 5 kus L (2.69)
- l,= C% :

= :::= 21y

10 gplikku meistetakse siin kui vastandit lepmata vaikesele. I. k.Finite plane
deformation.
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Cayley-Hamiltoni teoreemt! pehjal
€3 C% 11C%+1, =0 &) (2.70)

LA, =1, 3% C% (2.71)

Asendades (2.69) ja (2.71) isotroopse kokkusurutava keskkanole-
kuverrandeisse (vt. Fingeri olekuerrand (1.142), (1.143) Ik. 49),
saame

8

2 @ @ 1 @ @
ta, = __+2_Ca+ +2_|a;
5 b _p_|2 @ a b a all 2 b
2 2 @ @ @

3 — ~ ~ = . a —-—13 =—n-
-t3—p|—_2 @+|1@|+|2@” y t3 ta 0:
(2.72)
Neeid oleks nottekas esitada = (I ;151D = (I 1;1,; 2). Seega
avaldiste (2.69) phjal
8
EQ:@+ ZQ' Q:Q+ 29-
@ @ al’ @ @l @i’ (2.73)
30 _0@ + | @ + | @ |
@z @ @l @il
Viimase kahe avaldise phjal
8
3 %= —92: chab"‘ Q'z %
, @ @. (2.74)
.Bt?) — 2 @ ta - t3 =0: .
3 E@Z’ 3 a .

1 Maatriks [c¥] rahuldab karakteristlikku v errandit

C3

lec®+1lcc gl =0;
kusc [c¥]ja | on whikmaatriks. Tensorkuijul

EmC™ a1 Km ™ Il M k=0
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Kokkusurumatu materjali puhul 1ll = 2], = 1 ja seega =
(I 1; ?) ning analoogselt valemitega (2.74) saame Ariano-Rivlini
olekuverrandeist (1.144) (Ik. 49)

8

2t%= p ab"‘zgclab;

1 (2.75)
> @
. t33: p+2 2@’ ta :t3a:0

Cauchy | liikumisseadust® | + (f¥ a*) = 0 saab nuud tasakaa-
luverrandina kuju
ta, = 0: (2.76)

Seega tuleb kokkusurutava materjali puhul lahendada errand
(2.76) koos olekuerrandiga (2.74) ja kokkusurumatu materjali pu-
hul koos olekuwrrandiga (2.75).

Pindjeud olid esitatud valemigat® ) = t'n,. Need y
ta(n) = tbanb; t3(3) = t33: (277)

Jargnevalt toome sisse Airy' pingefunktsiooni, et veelgi lintsustada

tasapinnalise deformatsioonilesande lahendamist. Pideva keskkon-

na mehaanika kursuses onaidatud, et tasakaaluwrrandile t<', = 0

saab anda kuju z
@ p_

% gt“ =0; kus pingevektort® = t¥g;: (2.78)

Antud juhul saame esitada pingevektori kujul

t? = t"g,,  t3= t33gs: (2.79)
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Kuna g ja t2 on vaid x* ja x? funktsioonid, siis lihtsustub (2.78)
kujule

@ P_a _q.
@k( ot =0: (2.80)
Verrand (2.80) on rahuldatud kui pingevektorit? avaldada kujul
8
c 1= 22-9
ta - Ca ;C; kus 12 — 21 - pl__ (281)
g
ja  on vektor tasandil x® = 0, st.
. @
= Pgy ja @x c = b:cgb: (2.82)
Kokku annavad avaldised (2.81)ja (2.82),
th= @ P gy (2.83)
Kuna kovariantne osatuletis on wetud tasandil, kusx® = 0, siis
saavad Christo eli Il liikki s umbolid kuju
® = glbe;d = 20 (Gbae * ) (284
bc - Y = 2 bd;c ¥ Ocdib Obcid) - .

Avaldiste (2.79) ja (2.83) pshjal pingetensor

= A (2.85)
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Cauchy Il liikumisseaduse phjal peab pingetensor olema

summeetriline. See on tagatud, kui tuua sisse Airy' pingefuntsioon

(x1; x?) selliselt, et y
az da (2.86)

Need
tab — cb da do = bc ad o (2.87)
Verrandi (2.87) lahendi saab esitada kujul

Fp= o=t Yt (2.88)
Asendades (2.74)verrandisse (2.88) saame pingefunktsiooni aval-
dise kokkusurumatu materjali jaoks

.2 | @.@ ., @.
n= Py gt v @

Asendades aga (2.75)verrandisse (2.88) saame pingefunktsiooni
avaldise kokkusurutava materjali jaoks

@ @ 1
Ay = +2l,— 3 2=—c?, 2.90
b p 1@1 b @, b ( )

(2.89)

Avaldistest (2.89) on weimalik ellimineerida kas$S- vei £- kui vetta
arvesse, et

2. 2 @ ., @
a = _p|__2 Il@l +2|2@2 . (291)

Vastavad alternatiivsed kujud valemile (2.89) on
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Kokkusurumatu materjali puhul saame wrrandist (2.90)

Ba= 2p+2l 19 (2.93)
1
ja avaldistest (2.90) wime ellimineerida kasp vei %. Vastavad
alterrnatiivsed kujud on jargmised:
1 I :
2o 5% ab:29 = ja
2 @ 2
(2.94)
a a 11, ¢ _ 2P i, la
b b 7Cb ;c=7 5 b Ch
I, I, 2

Kuna saadud wrrandid sisaldavad deformatsioonitensoritclab, siis
tuleb ennewlesande lahendamist rahuldada pidevus ehk sobivustin-
gimused?

1
Cc

Vaadeldaval tasapinnalisel juhul vaid komponentRi,;», pole sa-
maselt null. Seega sobivustingimuste rahuldamiseks tuleb avalda-

da clab avaldistest (2.89) wi (2.90) (vei nende alternatiivkujudest
(2.92) vei (2.94)) ssltuvana Airy' pingefunktsioonist ning seegrel
1

. . c
asendada saadud tulemus tingimusge 1212 = 0. Tulemuseks on
neljandat jarku mittelineaarne wrrand suhtes. Lineaarses teoo-
rias on selleks biharmoonilineerrandr 4 =0.

Jargnevalt peeame selgitada suuruste ja  fewsikalist sisu.
Leiame summaarsegu millega nmsjub piirkond 1 piirkonnale 2 labi
kaare qpp. Jeud r on esitatud x3 pikkusehiku kohta. Lahtume sel-

lest, et Z,
1

r= t(n)dS: (296)
Go

121, k. Compatibility conditions (vt. pideva keskkonn amehaanika loengukons-
pekt)
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Joonis 2.4: Suuruste ja fuwsikaline sisu | piirkondade 1 ja 2
vastastikune nmju.

Kuna b
t(n) = tana = ta abl. (2.97)
{#3
Na
Asendades (2.97) ja (2.81) avaldisse (2.96) saame
Z Z
Q1 b o}
= @ oI e = L= ehk
) ds ) (2.98)
r = = aga: ba v0a:
Jeuga analoogne moment
m=(p® . Yo (2.99)
st momendi moodul
m=p* . (2.100)

Kui vaadeldava piirkonna rajajoon on koormusvaba, siis = 0
keigis rajapunktides Seega avaldise (2.98psehjal ka 1= =0
ja = const: keigis rajapunktides.
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2.5 Elastsuskonstantide
eksperimentaalne m aaramine

2.5.1 Sissejuhatus

Klassikalises elastsusteoorias vaadeldakse homogeenseid isotroop
seid lineaarselt elastseid kehasid ja kasutatakse kahte materjali-
konstanti | nn. Lane konstanti | e Ja e ning olekuwerrandina
eldistatud Hooke'i seadust

t= eMm K +2 e (2.101)
Nende konstantide nmaramine on suhteliselt lihtne. On vaja soorita-
da vaid kaks eksperimenti | t emme ja nihe. Mittelineaarse teooria
olekuverrandid homogeensele isotroopsele materjalile omavad aga
tunduvalt keerukamat kuju (vt. alajaotus 1.3 Ik. 48). Kokkusuru
tava materjali puhul naiteks

tk|:b101k|+b)k|+blck|;

kus konstandidb seltuvad deformatsiooonitensori invariantidest I,
Il ja Ill. Elastsuskonstantide maaramine on siin tunduvalt keeruli-
sem, sest keskkonna mittelineaarsusettu ei saa kasutada superpo-
sitsiooni printsiipi. Koe tsendid b peetakse nearata labi potent-
siaali . See lihtsustab kell asja, kuid kokkusurutavate materjalide
puhul on praktiliste tulemuste saamine, ahemalt Eringeni andmeil,
elimalt problemaatiline.

Allj argnevalt vaatleme kokkusurumatuid materjale, mille ole-
kuverrandid avalduvad kujul (1.144)

k — k @ Ik Q .
t= p |+2@c| z@lck., (2.102)
kus invariandid vastavad deformatsioonitensorileclk., =0 ;N

ja lll = 1. Kuna deformeerumata olekus | = Il = 3, siis on leitud,
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et potentsiaali v eib esitada prgmise rea kujul

X
= Amn( 3™ 3);

m;n =0

(2.103)

kus A, on konstandid jaAq = 0. Kuna v aikeste deformatsioonide
puhul on suurused I 3jall 3 vaikesed, siis piirdutakse reaga
= Ayl

3)+ Ana(ll  3): (2.104)

Kummilaadsete materjalide puhul kasutatakse potentsiaali

= Ap(l 3): (2.105)
Selliseid materjale nimetatakse inglise keelesmeo-hookean mate-
rials. Kui (2.105) ei rahulda siis kasutatakse ka potentsiaali

= Al

H+f(l 3) (2.106)

kus f seltub vaid argumendist II.

Jargnevalt esitatakseellevaade neningatest eksperimentidest, mis
algselt on teostatud Rivlini ja Sandersi poolt. Nimetatud teadlased
korraldasid terve rea eksperimente kummist lehega , kus tekita-
ti selliseid homogeenseid deformatsioone, kuks invariantidest |
vei [l omas kseeritud veartust. Eksperimentideseeria tulemusena
saadi olekuparameetritéZ- ja & ning invariantide | ja Il vahelised
seltuvused. Nii suurte kui vaikeste deformatsioonide puhul ilmnes
eksperimentaalseid eba&psusi, raiteks kui invariandid | ja Il olid
viiest vaiksemad, muutusid tulemused &ga tundlikuks eksperimen-
di vigade suhtes. Olekuerrandis (2.102) esinev tundmatu ehk p
mearati rajatingimustest.
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2.5.2 Puhas homogeenne deformatsioon
(kokkusurumatu lehe  whtlane laienemine)

Katse skeem on kujutatud joonisel 2.5. Ruudukujulisbhukest kum-
mist lehte temmatakse risti kelgedega. Pikenemiskoe tsentide ;
ja » arvutamiseks tuleb nmeeta lehele joonistatud ruutude kilgede
pikkused deformeerunud olekus. Ruuduekgede pikkuaihiku kohta
mejuvad jeud t; ja t, saadakse reetes vedrudes mjuvad jeud.

Joonis 2.5: Puhta homogeense deformatsiooni eksperiment |
kummist lehe whtlane temme ristuvates suundades.

Lahtume olekuwrrandeist (2.16), st.

@ 2 @
tkk = +2 2= = 2.107
Kuna pindadel z = H=2 (kus H on lehe paksus)tz; = 0, siis
saame viimasest avaldisest ellimineerida |
% _, 2 1 @, e .
i e e
1 @ @ (2.108)
=2 2 = 4 2 .
- A A
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Kokkusurumatuse ®gttu ; , 3 =1. Seega invariandid

1
+

- 2 2 . 2 2. — 2 2 2_1.
1= 2+ 2+ + m= 222=1;
1 2

1 2 2
(2.109)
Lehe serva pikkushiku kohta mejuvad jeud t; ja t, avalduvad
jargmiselt

1
= S+
1

I\JI\J| =

H
t1 = tyy—; o = tor—; (2110)

1 2
kus nii serva pikkus kui lehe paksusi on meedetud deformeeru-
mata olekus. Avaldistest (2.108) ja (2.110) saame avalda(% ja

seltuvana jeududestt; ja t, |

&
5 Q@ _ 1 i(ti=H) 5(t2=H)
@ 2( % S) % 12 22 % 12 22 (2111)
2 @ _ 1 1(t1=H) 2(t2=H)
. @ - 2( % %) % 12 22 % 12 22

Meetes reied t; ja t, etteantud ;ja » puhul, saab leida vastavad

Ja g vaartused. Avaldiste (2.109) kaudu saame omakorda vas-
tavad | ja Il v eartused ning meil on wimalik esitada &- ja S kui
invariantide 1 ja Il funktsioone.

Eksperimendi laigus muudeti , ja , vaartusi nii, et emb-kumb,
kas | vei Il oli j eav. Avaldise (2.109) @hjal

8
3
3

NI -

|2 (2% 4,2 : I= const

NN

|
o]

22 I ,2% 42 ; 1l= const
(2.112)
Seega pole pikenemiskoe tsente; ja , veimalik suvaliselt ette
anda | kseeritud | ja Il puhul on tegu suletud k everatega 1
tasandil (vt. joonis 2.6). Punktiirjooned esitavad leveraid , = 2
(t=0)ja ;= ,2(t; =0), mis vastavad tembele servade sihis.

NN
I
N
)
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Joonis 2.6: Pikenemiskoe tsentide ; ja , vaheline sltuvus inva-
riantide | ja Il erinevate veartuste puhul.

Tehtud eksperimendid mitasid, et

@ =@ on konstantne piirkonnas 5 |1 < 12ja5 |l 30
ning @ =@ on vaid Il funktsioon;

suhe @ =@)=(@ =@ 1=8 invariandi Il v aikeste \wartuste
jaoks ning kahanes kiiresti suuremate puhul;

avaldist (2.106) wib kasutada siseenergia ja invariantide
vahelise sltuvuse aproksimeerimiseks (mistlikes piires).
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2.5.3 Puhas nihe

Puhas nihé? on selline homogeenne deformatsioon, mille puhuks
pikenemiskoe tsentidest, miteks 5, hoitakse konstantne ja teisi
kahte muudetakse. Valemite (2.108)ja (2.110) pshjal
1@, .0

Z @ ‘@l

Hoides rued , = const: ja meetest; erinevate ; puhul saame
joonistada suuruse@® =@+ 5@ =@ seltuvana teisest invariandist

tl =2H 1 (2113)

W

[l. Kuna suurusel @ =@leiti olema konstantne wartus 5 | 12
a5 |l 30 puhul, siis saame esitada k&@ =@ ja Il vahelise
seltuvuse.

I
w
1

20

———
L
< »
2L 2L 2
SEHA: 3T (kg/m®)
N N
— N

‘
N
N
N
N
N

Joonis 2.7: Puhta nihke Joonis 2.8: Suurus@ =@+ 3@ =@

eksperiment. seltuvana invariandist Il. Kever A vas-
tab puhtale nihkele ( , = 1) ja kever B
nihkele koos embega (, = 0;776).

Joonis 2.7 kirjeldab vaadeldavat eksperimenti. Kitsashuke kum-
miriba on kinnitatud klambrite C, ja C, vahele. Kui rakendada
risti klambritega jeud t; (meedetunan pikkusihiku kohta) siis te-
kib joonisel kujutatud deformatsioon. Riba keskosa deformatsio
on aproksimeeritav puhta nihke kaudu. Joonisel 2.8 esital®ker A
katsetulemusi , = 1 jaoks ja keverB , = 0;776 jaoks. Eelmise-

13], k. Pure shear
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na vaadeldud eksperimendis tuvastati, et@ =@) =(@ =@) =1 =8
kui Il =5. 5 =1 puhul saab reed jooniselt 2.8 naarata suuruse
@ =@+ @ =@ veartuse ( , = 1 !). Edasi saab leida, et Il =5
puhul @ =@ = 1;84 kgen? ja @ =@ = 0 ;23 kg=en?. Eelmise
eksperimendi phjal eeldatakse, et@ =@= 1;84 kg=cn? = const:
ja @ =@ seltub vaid invariandist Il. Seega saab raarata @ =@l

vaartused suvalise Il wartuse jaoks.

KeverB joonisel 2.8 esitab eksperimendi tulemusp = 0; 776 jaoks.
Need tulemused dhevad hasti kokku tulemustega, mis saadakse
avaldisest @ =@+ 0;776@ =@, kui suurused @ =@ ja @ =@
vetta eksperimendist, kus , = 1.

254 Temme

Tembe puhul tp; = ta3 = 0. Seega wttes avaldises (2.108)t,, = 0

saame ; = ,2'2%"  Avaldis (2.108) ja invariandid saavad rud
kuju
1 @ 1@ 2 1
tp=2 2 = —+Z=; 1= 2+ =2 + =
11 @ a , >
(2.114)

Katsekehaks on siirehtlase ristleikega kummikang . Rakendatav
pikijeud N = At;;= (A | ristl eike algpindala). Seega e®etes pu
N iga jaoks saame arvutada@ =@+ 1= @ =@. Tulemused
on esitatud joonisel 2.9 (NB! horisontaalteljel on % ). Kui kasu-
tati eelmistes eksperimentides saadud suurus® =@ ja @ =@
veartusi, siis leiti, et avaldise@ =@+ 1= @ =@ v aartus ehtis
vaga hasti eksperimendi tulemustega.

Joonisel 2.10 on esitatud @mbepud jagatuna algpindalaga sltu-
vana pikenemiskoe tsendist .

141, k. Simple extention
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Joonis 2.9: Suuruste # ja Joonis 2.10: ®embepu ltuvus
@=@+ 1= @ =@ vaheline pikenemiskoe tsendist
seltuvus.

2.5.5 WUhtlane kahedimensionaalnet emme
Tahistame
1= 2=; 3=1=2= %ehk ?2=1=2° (2.115)

Joonisel 2.11 kujutatud katse puhul puhutakse servadest kinit
tud kummikile alla ehku ja saavutatakse meid huvitav deformat-
sioon vaadeldava katsekeha keskosas. Joonis 2.12 esitab suerust
@ =@+1=° @ =@ ja 1= °vahelist ssltuvust (NB! kohal 1= °=1
toimub skaala muutus). Tabelis 1 on esitatud®@ =@ ja Il vaheline
seltuvus, eeldades, et@ =@ = const: Rehk p keras ja emme T
pikkusehiku kohta deformeeritud kiles (punktisP) on seotud vale-
miga

— 2T .

p= - (2.116)

kus r on keverusraadius punktisP.
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L Tabel 1
-0 @ =@
1= I RG]

Joonis 2.11:¥htlane kahedimen-
sionaalne smme

N B

(kg/em®)
5 b

o1~ X ol

3T | 10%

Joonis 2.12: WUhtlane kahedimensio-

naalne tsmme | suuruste @ =@+1= °
@ =@ ja 1= °vaheline sltuvus.

0,5 4,25| 0,16
0,6 3,69| 0,26
0,7 3,35| 0,33
0,8 3,14| 0,39
3 9,67| 0,12
5 25,4| 0,06
7 49,3| 0,04
9 81,2 0,03
11 121 | 0,035

4.0

T from table 61.1

0 L L ' L
10 20 30 40 5.0 6.0
A

Joonis 2.13:Uhtlane ka-
hedimensionaalne émme
| suuruste pja vaheli-
ne sltuvus.
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Kuna deformeeritud olekus on kile paksubl= 2, siis saame valemi-
test (2.108), (2.115) ja (2.116), et

D= 2|r‘|t211:$ 1 is %+ 2%
Joonise 2.12 ja tabeli 1 koostamisel ongi kasutatud valemit (2.117)
st. meedetaksep jar iga jaoks ning leitakse suurug® =@+ 1= °
@ =@. Joonis 2.13 esitab ehu p ja pikenemise vahelisi seoseid
erinevate = ( @ =@) (@ =@ veartuste jaoks @ | sf aarilise

ehupalli algraadius.)

(2.117)

Naide. Ohupalli taispuhumisel on leige suuremat shku tarvis
algul. Kui palli diameeter on saavutanud teatud wartuse, siis palli
suurendamiseks vajalik surve a#heneb (wrdle joonis 2.13).
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Peat wkk 3

Valik teemasid lineaarsest
elastsusteooriast

Kaesolev peatkk pehineb epiku [2] 7. peakil (Selected topics in
Linear Elasticity Theory).

Eeldame, et vaadeldavad elastsed kehad on isotroopsed ja homo-
geensed ning deformatsioonid on isotermilised.

3.1 Pehiverrandid

Uldiselt lahtume 1. peatikis esitatud pshiverrandeist, kuid lisaks
seni domineerivalt kasutatud komponentkujule esitame nad ka al-
ternatiivkujul, mis sarnaneb nn. maatriks ja vektorkirjaviisile. De-
formatsioonitensorite ja olekuwrrandite puhul kasutame rnueid loo-
mulikult vaid lineaarseid seoseid.

1) Massi j aavuse seadus.

%t+(vk);k:0 ehk —+ r u=0: (3.2)
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Operaatorit

_ k@
=0 — 3.2
nimetatakse siin gradientoperaatoriks &verjoonelistes koordinaati-

desxk ning skalaarkorrutisr v kujutab endast vektoriv divergentsi

k

r v dvv= g @ _ g V" Om = VK (3.3)

@X%

2) Cauchy liikumisseadused.

) t,+ (f* a)=0 ehk =r t+ f: (3.4)

2u
dt?
Siin t on pingetensor jaf masspud.

P

Teist jarku tensorit = t{g, g t“geg; puhul on divergents

de neeritud jargmiselt |

r t divt=gk % =g t" . 0i0m = t“" 1 Om: (3.5)
1)) t“ =tk enk t=1t®
(3.6)

3) Euleri deformatsioonitensor on neeid esitatud vastavalt li-

neaarsele teooriale, st. kujul
h [

1 1
o éf= 5 uGuf ehke=J rus(ru)® @7

€ e

Vektori gradient r u on siin de neeritud lahtudesu kovariantsetest
komponentidest

@ m m
ru= gk@ = um;kgkg = (r U)mk gkg ) (3-8)
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kus
(r U)mk = Umik (3.9)

on teist jarku kovariantne tensor ning kui kirjutatakser u, siis pee-
takse tavaliselt silmas justelaltoodud kovariantset tensorit. Loo- ?
mulikult saab meetriliste tensorite abil ¢ u),, indekseid ®sta ja
langetada. Analoogselt, tensor

n T (0]
(r uy® = Um (3.10)

4) Lineaarse teooria olekuv errand on antud kujul
t“= e™, K+2ek ehkt= IJ+2 e (3.11)

See oneldistatud Hooke'i seadus, kus ja on Lane koe tsen-
did, I on nn. identsustensor ja J deformatsioonitensorie esimene
invariant, st.

le= =1 u: (3.12)

5) Sobivus- ehk pidevustingimused

ekl;mn + emn;kl ekm;ln eIn;km =0 (3-13)

6) Deformatsioonienergia tihedus

1 1 1
= St™em (3:”)5 2+2e™g., O (3.14)
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Liikumisv errandid siiretes

Asendades invariandi { avaldisest (3.12) olekusrrandisse (3.11),
saame

t= (r ul+2 e (3.15)
Kasutades viimast tulemust, saame Cauchy I liikumisseadusele kuju
d?u
W:r [ (r ul+2 e+ f (3.16)
Teisendame avaldise (3.16) esimest liidetavat.
Kui A = |, kus on diferentseeruv skalaanali, siis
ro()=A%g =r (3.17)
Seega®ttas = r u, saame
r [ (r wll= r(r u): (3.18)

Korrutame need avaldise (3.7) nablaga |

! r2u+r(r u): (3.19)

r e=Z
2

Siin on arvestatud, etr r u r 2ujar (W™ r (r u)
Asendame (3.18) ja (3.19) avaldisse (3.16) ja saame

d’u _ 5 ‘. 5
W_( + )y (r u+ r“u+ f: (3.20)
Arvestades,etr 2u=r (r u) rr u saame eelmiselearran-
dile kuju
d?u

W:( +2 )r (r u) rr u+ f: (3.21)
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Viimase kaks wrrandit, (3.20) ja (3.21) on tuntud kui Navier'
(Navier'-Cauchy) verrandid. Nad esitavad liikumiswrrandid siire-
tes ja on lineaarse elastsusteoorshed pshiverrandid. Komponent-
kujul saab werrandi (3.20) avaldada kujul

(+ Y+ ufe+ (i m)=0: (3.22)

Kuna lineaarses teoorias eeldatakse, et nii siirde kui kiiruse gra-
diendid on waikesed, siis tavaliselt esitatakse arrandid (3.20) ja

(3.21) kujul, kus v.p. on liige %, st., materiaalse tuletise asemel
vaadeldakse osatuletist.

Navier' verrandid on liikumisverrandid ja elstostaatika elesannete
puhul, kus eeldatakse, siirau ei ®ltu ajast, saavad nad tasakaa-
luverrandite kuju |

( + )@ u+ r2u+ f=0
ehk
( +2 )r (r u) rr
ehk

( + )Uk;k|+ U|;kk+ f|:0:

u+ f=0 (3.23)

Kui rajatingimused on antud pingetes, siis on tavaline, et tasakaa-
luverranditena kasutatakse Cauchy | liikumiserrandit kujul

r t+ f=0: (3.24)
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3.2 Lane koe tsentide seos Youngi
mooduli ja Poisson'i teguriga

Insenerirakenduste puhul kasutatakse Lane koeftsentideja ase-
mel tavaliselt Youngi moodulit ja Poissoni tegurit. Olekuwrrandist
(3.11) avaldame deformatsioonitensori

1
e= 2—(t lel): (3.25)
ja leiame invariandi
L=t =138 +2 ): (3.26)
Avaldame viimasest L, asendame ta avaldisse (3.25) ja saame
_ 1 Iy k= 1o LY
e—2(t 3 42 I)ehke|—2(t| 3 42 ): (3.27)

Seega saab avaldada deformatsioonitensori normaal ja nihkekom
ponendid kbi pingetensori normaal ja nihkekomponentide kujul

_1k
ék‘§4tk 3 +2

(3.28), saab avaldada kujul
8

tkk) ja ek| = zi(tk|); k6l (328)

1
% ell = 2— tll 3 12 (t11+ 1:22 + t33)
1
= E th  (t%2+ %) ;
- (3.29)
% e = E t?,  (s+th)
1
T €= E s (th+t) ;
kus 3 +2
+
e= 3*2) (3.30)

+
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on Youngi moodul ja

on Poissoni tegur. Viimasest kahest saab omakorda tuletada seds

_E
’ 21+ )

8
3 +2
B o
2 _ 2 _ E .
1 2 @1+ )32 2)

E ja
2 (3.32)

ElastsuskonstantideE ja feesikaline tahendus ilmneb wga liht-
salt tembekatsel. Kuix on DRK ja naiteks silindriline katsekeha
on allutatud telje x® sihilisele smbele nii, etts; = t, = const: ja
ti; =t =ty =0;k 6 1, siis (3.28) ja (3.29) mhjal

< — to, _ _ t_o
€33 = = €11 = €2 E (3.33)
e =0; k6|

Seegatsz; = t, = Eess ja me wime oelda, et Youngi moodul ise-
loomustab normaalpinge ja vastava (samasuunalise) deformatsimo
suhet. Avaldise mhjal

= S 22, (3.34)
€33 €33
st. Poissoni tegur iseloomustab giksuunalise ja pikisuunalise de-

formatsiooni suhet. Mslemad konstandid on positiivsed.
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Vaatleme reieid ehtlasele hudrostaatilisele survele alllutatud keha,
st.

t“= p&; p>0 (3.35)
Kui pingetensor on esitatav kujul (3.35), siiseeldakse, et tegu on
hudrostaatilise pingeseisundiga (pingusega)(3.35) pehjal

1 e 2
p= SE 4D = K (3.36)
kus ) £
_ L2 |
K e (3.37)

on ruumimoodul ehk ruumpaisumismoodul ehk (EEgrgi) mahte-
lastsusmoodud, mida tehistatakse tihti ka tahegaK . Kuna nii k
kui E on positiivsed, siis (3.37) phjal peab < 0;5. Arvestades
viimast, saab (3.30){(3.32) whjal vaita, et ka Lane koe tsendid

ja peavad olema positiivsed. Konstanti nimetatakse ka nihke-
mooduliks ning whistatakseG

11. k. hydrostatic stress state
2]. k. bulk modulus
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3.3 Sobivustingimused pingetes

Sobivustingimusi ehk pidevustingimusi on vaja selleks, et elastsus-
teooriaslesandele oleksaimalik saadaehene lahend siiretes. Origi-
naalis olid sobivustingimused esitatud deformatsioonide jaoks. Kui
aga rajatingimused on esitatud pindpudude kaudu, siis osutub va-
jalikuks esitada ka sobivustingimusedslbi pingetensori komponen-
tide. Kasutades elastsuskonstantide emratlusi (3.32) saame ole-
kuverrandist (3.27)

1+
& =

ti ltQu (3.38)

E 1+
Pannes (3.38) sobivustingimustesse (3.13) ja arvestades, et Ricc
teoreemi phjal gy.m = 0 saame

t:mn + }!:]mn;kl tkm:in  Tinkm = i

Oki (It);mn *+ Omn (It);k| Okm (It);m On (It);km . (3.39)

1+

Korrutades saadut meetrilise tensorigg™ ja lihtsustades saame

g™ tkimn + (1) 4 tnI,I](;In t™; km = i
0™ (1).mn 30000 2(),y @ (3.40)

1+

Kuna
" tsmn = 1 Pt ja g™ (1) = T %l (3.41)

siis saame

gal 2li: (3.42)

1
oty Man t™gm + 1T(It);k| =14
Elastostaatika mlesannete puhul saame Cauchy | likumisseadusest
(3.4), et
tnk;m = f k:l ja tm|;km = f k- (343)
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Asendades (3.43) sobivustingimustesse (3.42), saame
1
1+

Viimased esitavad kuus lineaarselt edtumatut sobivusverrandit
pingekomponentides ja nad on tuntud kuiBeltrami-Michelli sobi-
vuswerrandid ehk lmhidalt Beltrami-Michelli verrandid.

r 2tk| +

(1) 1+ f = (fa+fip): (3.44)

Juhul kui mahujeud puuduvad vei on konstantsed, siis lihtsustuvad
viimased \errandid veelgi. Vetame wrrandist (3.23), divergentsi,
st.r (3.23),. Saame ?

rr (r u=r?r u=r?2.=0: (3.45)

Avaldise (3.26) phjal I, = t“, = (3 +2 )l.. Kuna (3.45) pehjal
r %l = 0, siis ka

r2le=@ +2 )r?e=0: (3.46)

Seega antud juhul lihtsustuvad Beltrami-Michelli wrrandid (3.44)
oluliselt ja saavad kuju

1
r 2ty + 1T(");k' =0: (3.47)

Kui rakendada werrandile (3.47) Laplace'i operaatoritr 2, siis saa-
me
r 4tk| =0; (348)

st. juhul kui mahujeud puuduvad i on konstantsed, peab pin-
getensor elastostaatikallesannete puhul rahuldama biharmoonilist
verrandit (3.48). Rakendades med biharmoonilist operaatorit r #
olekuverrandile (3.38) ja arvestades, et *l; = r ?(r 2l;), saame

r ‘gq =0: (3.49)

Seega peb ka lineaarne deformatsioonitensor antud juhul rahutda
biharmoonilist verrandit.
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3.4 Tasand-deformatsioon ja
tasandpinge elastostaatikas

Tasand-deformatsion ehk tasapinnaline deformatsioon 3,
Siia alla kaivad mlesanded, mille puhul deformastioonid on ident-
sed paralleelsetel tasanditel ja vaadeldava tasandi normaali sihis
deformatsioonid puuduvad. Seega on siirdevektori see kompopen
mis on risti vaadeldava tasandiga erdne nulliga ja teised kaks on
funktsioonid kahest koordinaadist vaadeldaval tasandil.

Naitena vaatleme pikka silindrilist keha ja silindrilisi koordinaate
r # z.0nloomulik valida z-telg silindri teljeks. Seega # tasan-
dis toimuvaid deformatsiooni kirjeldab siirdewli (u = (u,; ux; u,))

U = u(r#); ug=ux(r#); u,=0: (3.50)

Vettes siirdekomponentidest kovariantsed osatuletised koordindia
jargi, saame leida lineaarse deformatsioonitensori (3.7) komponen-
did

8
@u 1 @Qu
% €r = @r; €y = F @"' u , €;=0;
1 1Qu @u Uy (3.51)
= = =4 =7 7
E & =8 =35 7 @¢ @r r '

€z = €y = 6y = ez#:():

Seega on vaid kolm deformatsioonikomponergj, , €:: ja €4 nullist
erinevad. Invariant

1
le=r u:@+&+_@- (3_52)

@r r r @#

3. k. plane stress
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Olekuverrandi (3.11) abil saab med avaldada pingetensori kompo-
nendid

8trr: let2 e, = %“:.F%_,_%%i +9 %
t,,= let2e,, = %ﬂ+%+%%
ti =ty =2 €4 = %%J,%hi %

Dot =ty =ty =ty =0

(3.53)
Erinevalt deformatsioonikomponentidest, on siin nullist erinev ka
pingekomponentt,,. Valemite (3.53), ; pehjal

tZZ = (trr + t##) (3.54)

Seega, tasapinnalise deformatsiooni puhul on pingekomponept
nullist erinev samal ajal kui deformatsioonikomponeng,, on null.

Vaadeldud maite puhul oli meil viis tundmatut (kaks siirdekom-
ponenti ja kolm sltumatut pingekomponenti), mille mearamiseks
tuleb kasutada tasakaalu- ja sobivussrrandeid ning massi §gavuse
seadust koos rajatingimustega.
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Tasandpinge ehk tasandpingus ehk tasapinnaline pingesei-

sund 4.  Keha pingeseisund on tasapinnaline siis ja ainult siis kui
eks peapingetest on null. Vaadeldud silindri puhul dhendab see
seda, et pingeseisund on # tasandi suhtes tasapinnaline, kui
nullist erinevad on vaid pingekomponendid,,, tux ja tx = ty.
Olekuverrandi (3.11) abil saab allegi esitada seosed pingetensori
komponentide ja siirete vahel. Tingimusé?, = 0 t ettu saame rued

8
t, = |e+2e”:2+_2 %“rJ,%J,r}% o %L:
twr = let2€um
-2 Gu u 1@y ., @W, .,
+2  @r r r @# r O#
ty =ty =2 €4 = 1@H+ @ ug

r@# @r r
tzz =ty =ty =ty =tz =0
(3.55)
Seega, kuigi mlemal vaadeldud tasapinnalisel juhul on pingekom-
ponendid avaldatavad &bi siirdekomponentideu, ja ux, on pingesei-
sundid taiesti erinevad | tasapinnalise deformatsiooni puhul pole
pingeseisund tasapinnaline.

4], k. Plane strain
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3.5 Biharmoonilise v errandi
lahendamine anal weeitiliste
funktsioonide abil

Biharmooniline verrand, eigemini tema lahend, omab elastostaati-
kas wga suurt tahtsust. Ka kaesolevas kursuses on sellestrvan-
dist juba mitu korda juttu olnud. J argnevalt vaatleme kuidas lei-
da biharmoonilise wrrandi lahendit rakendades kompleksmuutuja
funktsioonide teooriat. Saadud tulemust kasutamesygmistes ala-
jaotustes.

Vaatleme funktsiooniF (X;y), mis on reaalne jashene anaditiline ?
funktsioon® klassisC";r 4 ning on mearatud ja tekestatud x;y
tasandi piirkonnas ( x;y on DRK). Allpool konstrueeritakse &bi
kahe anateitilise (kompleksmuutujaz = x + iy) funktsiooni selline
funktsioon F, mis rahuldab biharmoonilist wrrandit

r F =0: (3.56)
Loomulikult saadakse lahend vaid piirkonnas . Tahistame
r 2F = U(X;y); (3.57)
st. (3.56) on avaldatav kujul

@u  @uU _
r 2U @+@—9_0. (3.58)

Seega onU harmooniline funktsioor?, mis on teada Laplace'i
verrandi (3.58) lahendist.

>Analuutiline funktsioon ehk holomorfne funktsioon ehk regulaarne furkt-
sioon | kompleksmuutuja funktsioon, mida vaadeldava piirkonna i gas punktis
saab esitada koonduva astmereana.

SHarmooniline funktsioon | Laplace'i v errandit rahuldav funktsioon.
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Iga harmoonilise funktsiooniU jaoks saab leidakaasharmoonilise
funktsiooni V. FunktsiooneU ja V nimetatakse kaasharmoonilisteks
funktsioonideks kui nad rahuldavad Cauchy-Riemannexrandeid

@U_@V. @U_ @V

e avP ey @ (5:59)

Kui funktsioonid U ja V on teineteise kaasharmoonilised funktsioo-
nid, siis funktsioon

W(z) = U(x;y) + iV (Xy) (3.60)

on anakwetiline funktsioon. Analeeitilise funktsiooni integraal on
samuti anakwtiline funktsioon, st., et saame tuua sisse uue

analeitilise funktsiooni
Z

w(z)=  W(z)dz="(xy)+1i (XY); (3.61)

Diferentseeruva kompleksmuutuja funktsiooni puhul

_ _ @ @ _ @ @
wYz) = W(z) = @x+ o @y |@y (3.62)
Viimase avaldise phjal
_@_@ . _@ _ @
"Tex @y VT ex @y (3:69)

Seegaon ja teineteise kaasharmoonilised funktsioonid. Enamgi
veel, funktsioonid' ja  on harmoonilised funktsioonid, st. nad
rahuldavad Laplace'i verrandit

21

r =0jar? =0: (3.64)

Vaatleme funktsiooni

GOy = F(xy) 7 +y ) (3.65)
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ja naitame, et tegu on harmoonilise funktsiooniga (piirkonnas ),
st.naitame, et G rahuldab verrandit

1
r’G=r?%F " 2(x' +y ): (3.66)

Teisendame wrrandit (3.66):

rx )= :::
o, @ ey,
=2 T2U; (367)
réy )=:::
@ @3.63)
i=2— ="2U; (3.68
@y (3.68)
Asendame (3.67), (3.68) (3.66) ja saame
r2g=r2F u®%p: (3.69)

Seega onG harmooniline funktsioon, sest ta rahuldab Laplace'i
verrandit (3.69). Avaldisest (3.65) saame avaldada

FGy) = GlGy)+ 30 +y ) (3.70)

Harmoonilist funktsiooni G(x;y) saab vaadelda mingi analetilise
funktsiooni g(z) reaalosana, st.,

0(z) = G(x;y) + iH(x;y); (3.71)



3.6. Pingete jaotus ja siirdewljad tasand-deformatsiooni puhul 104

kusjuures funktsiooni g(z) imaginaarosaH (x;y) mearatakse kui
G(x;y) kaasharmooniline funktsioon. Avaldist%(x' +y )veibvaa-
delda kui avaldise}lzw(z) reaalosat = x iy ja w(z)on mearatud ?
avaldisega (3.61)). Seega

F =Re %ZW(Z)+ 9(z) =

= % %Zw(z)+ g(z) + %zw(2)+ 9(2): (3.72)
Kui t ahistada
w(z) = 4f (2) (3.73)
siis saame avaldisele (3.72) kuju
F = % zf (2)+ 9(2) + zf (2) + 9(2) ; (3.74)

mis ongi biharmoonilise wrrandi (3.56) uldlahend.

3.6 Pingete jaotus ja siirdev aljad
tasand-deformatsiooni puhul

Vaatleme elastostaatikaelesannet DRK-s. Tasapinnalise deformat-
siooni puhul, kus deformatsioonid on meratud x vy tasapinnas,
on pingekomponendid

tXZ = tzx = tyz = tzy = O (375)

Seega, nullist erinevad pingekomponendid dny, tyy, t,; ja ty, =
tyx, Kusjuures
t,, = (t + ty): (3.76)

Tavaliselt uuritakse sellise ulesandepistituse puhul ristkelikulisi
plaate.
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Mahujeudude puudumisel saab tasakaalewrand (3.24), st.
r t+ f=0kuju

@k @k _, @ @ _..
=0 =0: 3.77
@x @y @x @y (3.77)
Kui valida
@F @F @F
b = —5 tyy = —= tyy = —— 3.78
@y wTer w7 axey P
kus F = F(x;y) on siin Airy' pingefunktsioon, siis on tasa-

kaaluverrandid (3.77) automaatselt rahuldatud. Peale tasakaa-
luverrandite (3.77) peavad olema rahuldatud ka sobivustingimused,
antud juhul Beltrami-Michelli v errandid kujul (3.47), st.

1

2
+
r tk| 1+

(It);k| =0:

Meil on need k = 1;2;3 jal = 1;2;3 asemelx;y;z ja invariant
It =t + tyy + 1, = (1+  )(tw + tyy). Seega on vaja leida
8

@
2 —_ e
1 @
r 2ty + ————l, = :::
Y1+ @y (3.79)
2 1 @ _ ..
r txy+1+ @X@Iy—...

Arvestades avaldisi (3.78) saame viimastest biharmoonilisewandi
Airy' pingefunktsiooni jaoks |

_@F,, @F , @F

4
"Fr e Y eey T ey

(3.80)
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Viimase uldlahendi leidsime eelmises punktisabi kompleksmuu-
tuja funktsioonide f (z) ja g(z) ja nende kaaskomplekside. Seega
saab kbi biharmoonilise wrrandi lahendi avaldada pingejaotuse,
st. pingetensori komponendid,y, ty, ja ty,. Enne toome aga sisse
avaltgised

. s - @ @F . @ QF .@F
% w« =@y 'exey '@y @x '@y
ja (3.81)
3. . _@F, @ _ @ OF @F.
e BT g T axey ex @x ey
Kuna F = F(z;2), siis laheme muutujateltx; y ele muutujatelez;z. D
Kompleksmuutuja funktsiooni tuletise leidmise valemite phjal
@ @, @ . @.. @ @
— = — — =i = = 3.82
@ex ez @ " ey @ @ (3.82)
Neeld saame avaldistest (3.81) ja (3.82)
8
o @ @
3t + ity =2 e @ "
(3.83)
.Bt ity =2 _@+@ F:
yy y @Z@ @2
3.74)!
( 8) y
@:
% @zo
o (3.84)
1%
(3.84) !( (3.83)!
L £0,_ 700_\  _opo
o +ity = fX2)+ T(2) 2 () ot2) 3.85)

t92)+ (2 + 2ZF (2) + °t2):
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Need liidame ja lahutame saadud errandid (3.85) |
8 h o
<tutty=2 192+ F(2) =4Re[f (2]

Uty by 2ty =2 zf (2)+ goﬁz)l ; (550
Vetame (3.86)-st kaaskompleksi, st.
ty  tw +2ity =2[2fR2) + ¢°{2)]: (3.87)
Kust omakorda
( ty tw =2Re[zf{2)+ gX{2)]: (3.89)

=1Im[zf*%z) + gXt2)]

On ilmselge, et kui funktsioonidf (z) ja g(z) oleks teada, siis saaks
(3.86), ja (3.88) abil mearata pingekomponendidt,y, tyy ja tyy.
Puuduvad funktsioonid saab leida rajatingimuste abil, stelesannet
tuleb konkretiseerida. Seda teemaajgmises alajaotuses.

Jargmisena leiame tasapinnalise deformatsiooni nullist erinevad
siirdekomponendidu(x;y) k x ja v(x;y) ky. Selleks tuleb kasutada
lineaarse elastsusteooria olekevrandeid (3.11) koos deformatsioo-
nitensori de nitsiooniga (3.7), st.

tij = (r U) i T (Ui;j + Uj;i)Z (389)
Antud juhul, st kasutades tahistusi x;y;u ja v, saame
8
_ @F _  Qu Qv @u @u, Qv
%t“‘t” @~ ex ey ‘ex' ?lex ay
_. _@F _  @u @v @v_ Qv
Tt eyt ey o' 2@y
% tor =t = @F = @u+ @V :
CET YT @x@y @x @y
(3.90)
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(3.90), , st saab avaldada osatuletised

8
Qu_
32 ox
@v_
2 il
@y

@ , +2 .,
r <F
@)’( 2 +
(3.91)
@F + *t2 r °F
@y 2 +

(3.57) pehjal r 2F = U ja (3.63) pehjal U = @'=@x= @ =@y
Asendades need avaldistesse (3.91) saame

g 2 @U: @F +2 @
@x @)’( 2 + @ (3.92)
3,0 @, 2@ |
)Y @9 2 + @y
Viimaste integreerimisel saame
8
32u = %'):( 2++2 "+ k(Y);
(3.93)
ov= 95 *2 L),
' @y 2+ '

kus k(y) ja 1(x) on suvalised funktsioonid vastavalt argumendisy
ja X. Nende suvaliste funktsioonide olemuse amratlemiseks dife-
rentseerime (3.93) muutuja y jargi ja (3.93), muutuja x jargi ning

lidame tulemused |
@u_@v _

%’z@x}

(320

@X@y O
@F +2
@X@y 2( + )

1

o, of

383 @
@y

+ kYy) + 19%): (3.94)
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Seegakqy) + 19x) = 0, ehk

kqy) = 19x) = Cy; (3.95)
kus C; on suvaline konstant. Seega
k(y)= Ciy+ C, ja I(x) = Cix+ Cg; (3.96)

kus C, ja C; on jallegi suvalised konstandid. Kui sellisedk(y) ja
[(x) panna siirete avaldisse (3.93), siis see osa siirdekty) ja 1(x)
osa) vastab nn. gigale deformatsioonile ja seegasib nad lugeday
verdseks nulliga. Leiame ned (3.93),+1(3.93), (kasutades valemeid

(3.61) ja (3.82)) | z
2 (u+iv)=
@, @ T2 Ly L@F  +2 _
@x @y F+ 20+ ) )( +i )= 2@ 2+ ) )W(z).
(3.97)

Arvetsadesw(z) ja F(z) avldisi (3.73) ja (3.74) saame srdusele
(3.97) kuju

2 (U+iv)= %3f 2 Zf©@ @: (3.98)
Kasutades Poissoni teguri ja Lane koe tsentide vahelist seost =
=[2( + )] saab anda viimasele kuju

2 u+iv)=(3 4) (@ ZF(@ TO@:
Eraldades avaldises (3.99) reaal- ja imaginaarosad saameganata
siirdekomponendidu ja v tasapinnalise deformatsiooni puhul.

(3.99)



3.7. Pingete kontsentratsioon ... elliptilise auguumber 110

3.7 Pingete kontsentratsioon  whtlaselt
pingestatud plaadis oleva elliptilise
augu mmber

Kaesolevas alajaotuses vaatlemhtlaselt pingestatud plaati, mis
non nergestatud elliptilise auguga. Eesmrgiks on leida pingete jao-
tus umber selle elliptilise augu. Kuna auk on elliptiline, siis osutub
meistlikuks tuua sisse ka elliptilised koordinaadid. Kompleksarvude
puhul saab ellipsi de neerida kujul

Z = ccosh: (3.100)
Sinz=2z'+iz2 x+iyja = +i on kompleksmuutujad,
x;y on DRK, ; elliptilised koordinaadid ja c on reaalne konstant.

Avaldise (3.100) mwhjal

1 2 y=csinh sin: (3.101)

p

z* Xx=ccosh cos ja z

Viimasest saame, et

X2 y2 X2 y2
+ =1 ja
c2 cosHf 2 sinh? B Zcog 2 sin?

=1: (3.102)

Verranditega (3.102) on esitatud konfokaalsete ellipsite ja
heperboolide = const: ja = const: parv. Kuna need ellip-
sid ja heperboolid leikavad teineteist ®isnurga all, siis moodus-
tavad ja ortogonaalse kverjoonelise koordinaadistiku.T ja
N on ellipsi = puutuja ja valisnormaal suvalises punktisP.

= esitab heperbooli, mis bikab vaadeldavat ellipsit ortogo-
naalselt. # tahistab nurka x positiivse suuna ja alisnormaali N
vahel. lgas punktis on leverjooneline koordinaat suunatud ellip-
si valisnormaali suunas ja piki tema puutujat. On selge, et igas
punktis veib koordinaate ja telgendada kui DRKXx ja y lokaal-
sel ppordel (vastupmeva) nurga# verra (vastupeeva) saadud uusi
koordinaate.
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VA

n=n,

Joonis 3.1: Elliptilised koordinaadid ja

Tahistame pingetensori elliptilistes koordinaatide§ ( ) ja DRK-s
t(z), kus =(; )jaz=(xy). Siis

T=0MtQ; (3.103)

kus Q on ortogonaalne tensor, mille maatriks #htudes DRK-st)

on 2 3
COSH sin# 0

[Q] = 4sin# costt 09: (3.104)
0 0o 1

Vealjendatuna pingekomponentides saab (3.103) kuju

8

> T =ty COS# + 2ty SiN#COSH# + t,y SiN°#;

L Sif# 2ty sin#cos# + t,, coS #, (3.105)
" T =(ty tx)sin#cos#+t, cos# sin# :

Avaldiste (3.105), (3.86) ja (3.87) phjal

8 h |
3T +T =te+ty,=2 f42)+T(2) =4Re[fY2)];
2 T T +2iT =(ty, ty +2ity) e = (3.106)

=2[zf%2) + g%{2)] €¥*:
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Joonis 3.2:Uhtlaselt temmatud lepmatu plaat elliptilise auguga
tsentris.

Tapsustame uuritavat probleemi. Vaadeldav plaat on nnspmatu
plaat ja elliptiise augu poolteljed ona ja b (a > b). Lepmatu-
ses on plaadile rakendatudihtlane temme, mis on risti poolteljega
a. Ellips on mearatud verrandiga = (. Kehtivad tasapinnalise
deformatsiooni hupoteesid, st. nullist erinevaks loetakse vaid neli
pingetensori komponentity ; tyy; tyy jat,;; =  (tx + tyy). Viimased
saab leida avaldistest (3.106), kuid enne tuleb formuleerida rajatin-
gimused:

lepmatuses: tyy = to; ty = tyy =0;
augu serval: T =T =0:

(3.107)
(3.108)

Asendades rajatingimused (3.107) avaldistesse (3.106) saame
lepmatuse jaoks

4RefY2)] = to ja 2[zf R2) + g°{2)] €2 = to: (3.109)

Elliptilised koordinaadid ja toodi sisse avaldisega (3.100). Seega
teeb punkt ehe tiiru umber ellipsi kui  muutub nullist 2 . Seega
peavad ka pingekomponendid ja siirdekomponendid olemdnesed
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ja  suhtes perioodilised perioodiga 2 Sellest tulebki kRhtuda
funktsioonide f (z) ja g(z) valikul | n aiteks heperboolsed funkt-
sioonid sinhn ja coshn (n>0 taisarv) on perioodilised suhtes
perioodiga 2 . Inglis [1913] pakkus wlja jargmise valiku

4f (z) = Accosh + A,csinh ;

49(z) = B, + B,c2cosh2 + BsZsinh2; (3.110)

kus konstandidAy; A,; B1; B, ja B3 maaratakse rajatingimustest ja
avaldise (3.100) phjal z = ccosh . Parast rajatingimuste rahulda-
mist saavad avaldised (3.110) kuju

8
4 (z)=cty 1+€’° sinh €°cosh ;
3
49(z) =
i

1
.§ %ty (cosh2, cosh ) +ée20 cosh 2 —

(3.1112)
Kui t ahistada siirdekomponente elliptilistes koordinaatides ja u
ning DRK-s u ja v., siis on nende vaheline seos esitatav kujul

U = ucos#+ vsin# ja u = usin# + vcos#: (3.112)

Viimase pshjal _
u+iu =e *(u+iv): (3.113)
Kasutades avaldist (3.99) saab viimasest

h i
2u+iu)=e"® 3 4)(@ Z2 2 : ((3.114)

Kuna augu servalT =0, siis avaldiste (3.106) ja (3.111) phjal

to[sinh(2 ) 1+ € °cos(2)]
cosh(2o9) cos(2) '

T __ =4Re[fY2)]= (3.115)
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T maksimaalsed eartused on seal, kus cos2= 1, st. kus =
0; ; 2;:::, st. pikema peatelje otstes. See maksimaalneartus

_ to[sinh(2) 1+ € °]
o cosh(2,) 1

maxT =T (3.116)

Verrandi (3.102) phjal a= ccosh o, b= csinh gjacd = a 7.
Seega sinh 2y = 2ab=¢é, cosh 2, = (a2 + ?)=c ning avaldis (3.116)
saab kuju

maxT =T =ty 1+2° (3.117)

Seega kuib! 0,siismaxT !'1 .Kui b! O, siis ellips aheneb
joonele, mpsemalt sirgele praole. Seega ennustab lineaarne teooria
siin fuwsikaliselt paikapidamatut.” Kui a = b, siis on auk ringiku-
juline ja probleeme pole | max T =3t,. T minimaalne wartus

on luhema pooltelje otsas ja on nii ellipsi kui ringi puhul to.

"Mittelineaarses seades on see probleem praeguseks lahendatud.
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3.8 Lainelevi elastses keskkonnas

3.8.1 P ehiverrandid

Kaesolevas alajaotuses tuletame harmooniliste lainete levimist kir-
jeldavad werrandid lineaarse elastse keskkonna jaoks.ahtume
punktis 3.1 tuletatud Navier' verrandeist (3.21) i (3.22), st.,

d?u
dt2
Viimase kirjeldavad elastse keskkonna liikumist siiretes. Kasuta-

des lineaarse elastsusteooria eeldust, et nii siirde kui kiiruse gra-
diendid on wikesed ja ®histades

=( +2 ) (r u) rr u+ f: (3.118)

=2 jac=- (3.119)
saame Navier' wrranditele kuju
@u
@ Gr(r u) orr u+ f: (3.120)

Helmholtzi teoreemi phjal saab siirdewlja u(x;t) avaldada kujul

u=rF+r G; (3.121)

kusF = F(x;t) ja G = G(x;t) on vaadeldavas piirkonnas pidevalt
diferentseeruvad skalaar- ja vektorfunktsioonid, mis on tuntudui
Lane potentsiaalid. Helmholtzi teoreemi rakendades eeldasime, et
u on vaadeldavas piirkonnasdkestatud, pidevalt diferentseeruv ja
et r?juj on tekestatud lepmatuses. Siinr = jx  x9 on punkti x
ja suvalise punktix® vaheline kaugus (tavaliselt vaadeldaksg kui
laineallika asukohta jax° kui vaatleja asukohta).
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Kuna neeid on meil kolm siirdekomponentiuy esitatud avaldisega
(3.121) labi nelja muutja F ja G, siis on tekkinud nn. esimestgrku
meaaramatus. Selle krvaldamiseks on vaja sisse tuua lisakitsendus.
Uks, kuid mitte ainuke veimalus selleks on &ita, et vektorvali G
peab olema divergentsi vaba, st.,

r G=0: (3.122)

Sellist tingimust nimetatakse kalibratsiooni tingimusek® Ka
verrandis (3.121) esinevale mahaple wime rakendada Helmholtzi
teoreemi koos kalibratsiooni tingimusega |

f=rf+r f5 r f,=0; (3.123)

kus f; ja f, on vastavalt skalaar- ja vektorpotentsiaal mahwgu
jaoks. Sageli on ainukeseks malayjks gravitatsioonipud, mis oma-
korda on ajast ®ltumatu. Vaga sageli aga maheud heljatakse.

Asendades Navier'errandeis (3.120) suurusedi ja f avaldistest
(3.121) ja (3.123), saame saame

F G
r cr?F+f; % +r r cr 2G + f, % =0:
(3.124)
Verrand (3.124) on rahuldatud kui validaF ja G kui kahe verrandi
@F @G
cr 2F+f1:@1arc§r ZG+f2:@ (3.125)

lahendid. Verrandid (3.125) on mittehomogeensed lineaarsed lai-
newerrandid. Kui neeid suurusedF ja G on leitud kui verrandeid
(3.125) ja konkreetseid raja- ning algtingimusi rahuldavad lahendjd
siis on siirdewli leitav avaldistest (3.121).

Lane potentsiaalidel on mitmeid huvitavaid omadusi, miteks ka-
libreerimistingimuse tttu

r u=r2?F jar u=r 2G: (3.126)

8]. k. gauge condition
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Lisaks eelnimetatule widab Helmholtzi teoreem, etr F kujutab
endast siirdewlja u keerisevaba osa ja G solenoidaalset osa |
rr F=0jar (r G)=0.Tahistame siirdewja solenoidaalse
osa

us=r G: (3.127)
Seega
r us=0: (3.128)
Kuna lineaarse teooria puhul
dv dVv
—gv (=1 us=0; (3.129)

S

siis saab teha qrelduse, et siirdealja solenoidaalsele osale vastav
deformatsioon on isohooriline.

Skalaarne ja vektoriaalne lainesrrand (3.125) viitab selgelt selle-
le, et antud wlesande lahendina saadakse kaks lainet pks liigub

kiirusegac; ja teine kiirusegac,, kusjuures need kiirused @tuvad

materjali elastsuskonstantidest ja massi tihedusest. Kui vakme
tekestamata piirkonda, siis peab siirdeadi rahuldama veel teata-
vaid lisatingimusi:

im @+1@_

ril @t c @t
kusr = jx x9 on allika ja vaadeldava piirkonna suvalise punki
vaheline kaugus ningc on laine kiirus (faasi kiirus). Esimene tingi-
mus, st. (3.130), on nn. kiirgustingimus’, mis sisuliselt ®hendab
seda, et bkestamata piirkonnas saab laine liikkuda vaid allikast ee-
male ja lepmatusest ei kiirgu mitte midagi tagasi. Teine tingimus,
st. (3.130),, on nn. regulaarsustingimus, mis &idab, et lspmatuses
on siirdewali null. Seega bkestamata piirkonnas tulebeihese lahen-
di saamiseks #ita lisaks raja- ja algtingimustele ka nn. kiirgus- ja
regulaarsustingimused.

0; ja rIlilrn u=0; (3.130)

9. k. radiation condition
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3.8.2 Tasapinnalised harmoonilised lained

Vaatleme selliseid laineid, mille likumine on identne paralleelse-
tel tasanditel tasanditel ning mis ei sltu tingimustest vaadeldava
tasandiga ristuval suunal. Sel juhul on kik valjamuutujad, kaasa
arvatud siirded, deformatsioonid ja pinged, vaadeldavad kui kahe
ruumimuutuja ja aja funktsioonid. Seega on meil tegu tasapinna-
lise wlesandega. Lihtsuse ®ites vaatleme juhtu, kus mahupud on
heljatud, st., vaatleme vaid selliseid @imisikalisi protsesse, kus ma-
hujeud veib jatta arvesse wtmata.

Kasutame DRK x!  x;x? = y ja x® = z. Vastavaid siirdekompo-
nente tahistameu®! = u;u? = vija u® = w. Avaldise (3.121) kohaselt
on siirdekomponendid esitatavadebi Lane potentsiaalide F ja G
kujul

uk = ME + MG, (3.131)

Kuna tasapinnalsel juhul sltuvad keik valjamuutujad vaid kahest
ruumikoordinaadist, naiteks x! = x ja x? = vy, siis saavad erdused
(3.131) kuju

_ @F @G ,_ @F @G ,_ @G @G,

ut = @( @z’ u @z @x u® = @x @x (3.132)
TahistadesGs; = G, saab viimase esitada kujul

@F @G @F @G @G @G,

"ex @y '"ay @ " ex ay P

Lane potentsiaalid leitakse lainewrranditest (3.125).
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Et leida pingejaotust, asendame siirdekomponendid (3.133) ole-
kuverranditesse (3.89). Saame

o @F , @G
tew = I “F +2 @?( @x@y
tyy = I °F +2 %’; gf@y;
t,, = r °F;
- @F @G @G (3.134)
v @x@y @?( @y
(= @G, @G;
v @x@y @y

@GZ @Gl

Z it = ;
“ @% @x@y
2 - @ @
kusr #= gz + @7
Standardne meetod lainesrrandite (3.125) lahendamiseks har-
moonilistes lainetes on jargmine. Lainewrrandi lahend esitatakse
kujul

u(x;t) = aReE; E =exp[i(k x )] (3.135)

Siin a ja k on konstantsed vektorid, mida nimetatakse vastavalt
amplituudivektoriks ja lainevektoriks, k x !t on laine faas ning
I laine ringsagedus (nurksagedus). Sellisel juhul on siiradja pe-
riood T =2 =! . Lainevektori fueisikaline sisu on argmine | laine-
vektor k maarab laine levimissuuna ja tema mooduk = jkj annab
lainearvu. Viimane on omakorda seotud lainepikkusega= 2 =k
ehkk =2 =I. Suurust

c= (3.136)

[ I
T Kk
nimetatakse faasikiiruseks ja ta raarab laine levimise kiiruse. Kui
tahistame laine levimissuunda mmrava ehikvektori n, siis

k = nk: (3.137)
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Pinda, mille lokaalseks normaaliks om, nimetatakse laine frondiks.
Frondi verrandi saaame avaldisest (3.135)

k x It =kn x !t =kny,xP It =const; p=1;2: (3.138)

On selge, et frondi wrrand ltub ajast.

Enne avaldiste (3.135) asendamist Navier'arrandeisse (3.120) loo-
bume kokkuleppeliselt &histusest Re avaldises (3.135) ning toome
sisse meningad lihtsustused.

8

o @E . o
%rE—g @—Ig knE ) r =ik=ikn;
r(r u)= (n n ak3E;
%rr u=(a n n akE; (3.139)
@i;: al °E;

kus n n on vektori n valiskorrutis (tensorkorrutis) iseendaga.
Asendame mieid siirdevektori (3.135) Navier' wrrandeisse (3.120).
Arvestades lihtsustusi (3.139) saame

@ &l & &n n a=0: (3.140)

Siin ¢ = !'=k on faasikiirus ning nii identsustensot kui vektorid n
ja a on de neeritud (x*; x?) tasandil.

Verrand (3.140) omabehest lahendita suhtes kui
det(mB) =0; (3.141)
kus
m=¢ o, B=I %cﬁ G n on (3.142)
Kuna B on esitatav 2 2 maatriksina, siis

det(mB) = m?det(B): (3.143)
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Omakorda

Q

det(B) =1 G & = —(%; (3.144)

R

1
m
sestdet{ b c)=det( ¥ Bc)=1 b ckuibjaconde-
neeritud ruumis E?. Seega, arvestades (3.144) on tingimus (3.141)
esitatav kujul

(@ (¢ &)=0: (3.145)
Viimane tingimus viitab veelkord sellele, et elastses keskkonnas on
veimalik kaks erinevat laine liikumist | wks toimub faasikiirusega
c=c =[( +2 )=]1*?jateine faasikiirusegac= ¢, = ( = ).

Juht c= ¢;. Sel korral saame ®grrandist (3.140)
a=n(n a): (3.146)

Viimane avaldis wtleb, et siirdevektor u on laine levimissuunaga
samasihiline | a k n. Selliseid laineid nimetatakse pikilaineteks ja
nad levivad kiirusegac, = [( +2 )= ]*2. Kuna avaldiste (3.135),
(3.137) ja (3.139) mhjal

r u= IKEn n(n a)=0; (3.147)

siis on pikilaine alati nn. mittepeerlev laine (keerisevaba laine). Va-
hel nimetatakse neid ka paisumislainetek%

Juht c¢= c,. Need on (3.140) whjal
n a=0; (3.148)

mis tahendab, et siirdevektoru on risti laine levimissuunagan, st.,
et siirdevektor asub liikuva lainefrondi tasandil. Sellist lainet ni-
metatakse miklaineks ehk ristlaineks ehk nihkelaineks. Tema levib
kiirusegac, = ( = )*2. Antud juhul

le=r u=1ikn aE =0 (3.149)

10], k. dilatational waves
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ja seega on tegu isohoorilise protsessiga (vt. (3.129) lk. 117).

Tasapinnaliste harmooniliste lainete puhul nimetatakse pikilainet
primaarseks! ja peiklainet sekundaarseke, sest kunac; > ¢, siis
naiteks maawrina puhul saabub esimene varem.

3.8.3 Rayleigh' lained

Kaesolevas punktis vaadeldakse pinnalaineid &ih. seismilised lai-
ned). Pinnalaine kujutab endast miritust, mis liigub | abi keskkonna
nii, et tema meju on oluline vaid kitsas piirkonnas keskkonna piir-
pinna lahedal. Selliste lainete amplituud eheneb kiiresti sigavuse
kasvades ja lained levivad pinnakihtide puutujate sihis. Vaadeldava
teooria loojaks peetakse Rayleigh't (1885).

Vaatleme elastset poolruumiy 0, mis on piiratud tasandiga
y = 0 ning alajaotuste 3.8.1 ja 3.8.2 tulemusiz telje (mis on

y=0

Joonis 3.3: Elastne poolruum

risti Xy tasandiga) sihis ulatub keskkondz = 1 . Keik vaadel-
davad feesikalised suurused @tuvad vaid muutujatest x;y ja t.

111, k. primary wave, P-wave
12], k. secondary wave, S-wave
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Masspudude puudumisel saavadarrandid (3.125) kuju

o 1@, _1@G
"Frget "CTgev

kus konstandidc; ja ¢, leitakse valemitest (3.119)F ja G on vas-
tavalt Lane skalaarpotentsiaal ja vektorpotentsiaaliG z telje si-
hiline komponent (vt. (3.132)). (Kuna me oleme huvitatud vaidxy
tasandil toimuvast, siis ei pakuG; ja G, huvi.)

(3.150)

Eeldame, ety = 0 on vaba pind ja seega on rajatingimused pingete
jaoks esitatavad kujul

ty = tyy =0; kuiy=0: (3.151)

Siirde ja pingewljad on esitatud vastavalt avaldistega (3.133) ja
(3.134).

Antud wlesande puhul otsime lainesrrandeile (3.150) selliseid la-
hendeid F ja G, mille puhul laine amplituud kahaneb Kkiiresti
seigavusey kasvades ning millel on sama periood nii ajakui koordi-
naadix jargi (sest nad koos peavad rahuldama Naviersvrandeid).
Seega on lainesrrandite (3.150) lahendid on esitatavad kujul

F(x;y;t) = ae + ik ct)];
(cyit)= aexpl y +ik(x ct] (3.152
G(x;y;t) = bexp[ y + ik(x ct)];
kusaja bon lainete amplituudid, ja | sumbuvustegurid (amp-
lituud peab kiiresti vahenema agavuse kasvadesk | lainearv ja
c | faasikiirus.

Uldiselt veivad suuruseda;b; ; ja c olla mittelineaarsed funkt-
sioonid ringsagedusest (vei lainearvust k vei lainepikkusestl).
Seega kui faasikiirus(k) = ! (k)=k 6 const:, siis iga alghairitust
moodustav harmooniline laine levib erineva kiirusega ja laine kuju
muutub oluliselt. Sellist nahtust nimetatakse dispersiooniks.
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Kui panna kompleksed avaldised (3.152)erranditesse (3.150), siis
saame reaalarvulise faasikiiruse eksisteerimise tingimuse
’ 2=k% 1 ¢ ; (3.153)

G
See reaalarvuline faasikiirus leitakse rajatingimustest. Algul asen-
dame avaldised (3.152) ja (3.153) pingete avaldistesse (3.134) ja
rakendame rajatingimusi (3.151). Saameevrandiseisteemi

2:k2 1

KRl R

2 a+ 1+ i b=0; 1+ i a+ 2 b=0 (3.154)

k k2~ k2 k '
amplituudide a ja b mearamiseks. Vaadeldaval srrandiseisteemil
on mittetriviaalne lahend siis ja ainult siis kui

2 2 4

Asendades (c¢) ja (c) avaldistest (3.153) \wrrandisse (3.155) saa-
me wrrandi faasikiiruse ¢ leidmiseks. \érrand (3.155) on tuntud
kui Rayleigh' verrand. Tahistame

2d Y (3.156)

kus on Poisson'i koe tsent. Kuna 0 1=2, siska0 m
1=2 ja kui  kasvab, siism kahaneb. Avaldised (3.153) ja Rayleigh'
verrand (3.155) saavad sed kuju

= k(1 m)¥? = k(1 )¥? (3.157)
ja
R()=2 )*> 401 )@ m)¥=o0: (3.158)
Et vabaneda viimases ruutjuurtest, korrutame teda avaldisega
M()=(2

¥ +401 P21 m ) (3.159)
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ning saame
® 82+8 (3 2m) 16(1 m) =0: (3.160)

Lahend =0 ei sobi, sest siis ka = 0 ja laine ei leviks. Seega tuleb
lahendada kuupwrrand

N()= % 82+8 (3 2m) 16(1 m)=0: (3.161)

Kuna N(0) < 0 ja N(1) > O, siis grelikult leidub vahemikus
0< < 1 vahemalt wks verrandi (3.161) juur ; = c®=¢ (vastav
c on reaalne jac < c,).

Verrandite (3.158){(3.161) mhjalik analeieis naitab, et ; ongi ainus
reaalse faasikiiruse tagav ja errandit (3.158) rahuldav veartus.
Saadud reaalset pinnalaine kiirust

®=( 1) (3.162)

nimetatakse Rayleigh' laine kiiruseks.

Eringen ja Suhubi (1975) on leidnud Rayleigh' laine kiirusi &ga
mitmete materjalide jaoks, nendegrgi:

kokkusurumatu materjal, =0;5; cr = 0;9553;;
teras, =0;29 cr = 0;925&;;
nn. Poisson'i materjal, =0;25 cr =0;9194%;:

Kasutadescg veartust Poisson'i materjali jaoks saameslbi avaldiste
(3.133) siirdekomponendid kujul

0; 5773 exp( 0; 393Xky)]sin[k(x crt)];
v = KA[ 0;8475exp( 0;847%Ky)+
+1;4679exp( 0;393%Ky)]cosk(x crt)];

g u= kA[exp( 0;847%y)
(3.163)
2

kus A on ampituudi tegur. Vastavad pingekomponendid saadakse
avaldistest (3.134).
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Peat ekk 4

Valik klassikalisi
Inseneriprobleeme

4.1 Sissejuhatus

Kaesolesvas peakis esitatav materjal pghineb Timoshenko & Goo-
dieri epikul \Theory of Elasticity"

T ahistused

| normaalpinge; «, y, ;| normaalpinge komponendid
(pingetensori normaalkomponendid).

| nihkepinge; . = yx, x2 = zx» yz = 2y | Nihkepinge
komponendid.

Siirdevektori komponendidu k x, v k y, w k z on lepmata
vaikesed pidevalt muutvad (ele kogu vaadeldava keha ruum-
ala) suurused.
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Deformatsioonitensori komponendid
8
5 "= @U "= @V "= QW
T ex 7V @y *° @i
> _ @u @v _ @Qu @w @v, @w

T @y @x ¥ @z @x " @z @y

(4.1)

NB! tensortahistuse puhul 2, = ,y jne.

Olekuv errand | Hooke'i seadus

Vaatleme vaid nn. wikeseid deformatsioone.
Temmex telie sihis («60; y= ;= 4 =:::=0))
||X — EX; Ily — IIZ = _X. (42)

kus E on Youngi moodul ja Poisson'i koe tsent. Tembely
telje vei z telje sihis | analoogsed seosed.

Nn. kolmeteljelisel smbel

8
1
%IIXZE[X (y+ )l

1
E IIy = E[ y ( x t z)]; (43)
1
: "z:E[Z (y+ x)];
Nihkel
xy:ﬁ' yzzﬂ' w2 = —;
G’ G’ G’
E _ (4.4)
G = ——— | nihkeelastsus moodul.

2(1+ )



4.1. Sissejuhatus 128

Deformatsioonikomponendid®. ja .. on eksteisest sltuma-
tud.

Normaalpingete summa

= xt yt+ (4.5)
Ruumpaisumine
1 2
e="y+", +", = —E : (4.6)
Hedrostaatilisel survel = y= ,= pja
31 2) p
= ———"p= — 4.7
=P L (4.7)

kus k = E=[3(1 2 )] (see pole Timsenko ja Goodieri
tahistus) on ruumpaisumis moodul ehk ruumi moodil.

(4.3) peerdteisendus

8
S v= € +2G"; (4.8)
! Z : e + 2G"Z;
kus
= E=[1+ )1 2)] ja =G (4.9)
on Lane konstandid.
Tasapinnalised wlesanded
Tasapinnaline pingeseisund (tasandpingus) | ; = s = P
x = yz = gy = 0, teised pingekomponendid on nullist

erinevad. \Veib veel miendavalt eeldada, et pinge eigdtu koor-
dinaadist z.
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Tasapinnalisel deformatsioonilw = 0 ja u = u(X;y) ning
v = v(X;y). Neued on vaja leida vaid kolm nullist erinevat
seltumatut pingekomponenti ,, yja .y |

(

:= (x+ y);

yZ= zy— xz2 T X — X2 — X — yz — zy:0:

(4.10)

Tasapinnalisel juhul saadakse tasakaalu diferentsiaabsran-
did elementaarristkelliku tasakaalu tingimustest

8
E @x+ @xy +fx:0;
@x @y
(4.11)
3 @ + @ +f,=0:
: v :
@y @x
kus f on mahujpud (st. dim f = j eud/ruumala).
Rajatingimused (
b= lcr Moy, (4.12)

ty=m y+ | y;

kust on pindjeud ja|; m | pinnanormaali N suunakoosinu-
sed.

Sobivus- ehk pidevustingimused (kolm deformatsioonikompo-
nenti ja kaks siirdekomponenti).

. _@u . _@y _a@u e
“@x '“ @y ¥ @y ax
. . (4.13)
X + y _ @ Xy

@y @% @x@y

Tasapinnalise deformatsiooni puhul saame valemeist (4.3) ja
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(4.4) 8 .
R I
;" S B, ar )l (419
- Xy,
Xy — E

Kombineerides valemeid (4.14), sobivustingimusi (4.13) ja ta-
sakaaluwrrandeid (4.11) saame sobivustingimused pingetes

@ 1 @f, @

@3 @y (v )= g @x @y

Viimase wrrandi pehjal selgub, et kui mahugud on konstant-
sed, siis ei sisalda sobivusvrand materjalikonstantne.

(4.15)

Tasandpinguse puhul saame avaldistest (4.3) ja (4.4)

"x — X E y’ "y = %’ Xy = % (416)

Kombineerides mieid avaldisi (4.16), sobivustingimusi (4.13)
ja tasakaaluwerrandeid (4.11) saame errandi

e,ae @i, @f
@x O©¥ @x @y

Ka verrand (4.17) (nagu ka sobivussrrand (4.15)) annab
konstantsete mahupudude puhul tulemuseks

@.,0
@% @9

mis ei sisalda materjalikonstante.

(xt y)= @Q+) L (4.17)

(x+t y)=0; (4.18)
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Airy' pingefunktsioon. Vaatleme juhtu, kus ainuke mahugud
on keha kaal. Seega kuy telg on suunatud alla, siisfy = 0 ja
fy = g ning tasakaaluwrrandid (4.11) saavad kuju

8
S@x_'_@xyzo_

gx @@y | (4.19)
_B_y+i+g:0:

@y @x

Need tuleb lahendada koos sobivustingimustega (4.18) ja rajatingi-
mustega (4.12).

Veaga tihti tuuakse nende wrrandite lahendamiseks sisse Airy' pin-

gefunktsioon' = ' (Xx;y), mis on seotud pingekomponentidega
jargmisel moel:

_@ . _@ . _ @

ey Y Ter ¥ 0T @ay P

Sellise' valiku puhul on tasakaaluwrrandid (4.19) automaatselt
rahuldatud. Pingekomoponentide (4.20) asendamiselerrandisse
(4.18) saame biharmoonilise arrandi

@ ‘2 @ ,@ _
@%x @x@y @Y

Seega tuleb leida selline funktsiooh, mis rahuldab nii diferent-
siaalwerrandit (4.21) kui ka rajatingimusi (4.12).

0: (4.21)
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4.2 Biharmoonilise v errandi lahenda-
mine pol enoomides

Vaadeldav khenemisviis on rakendatav kui uuritakse pikki
ristk likulisi plaate vei talasid.

A) Ruutpolenoom

.= %xh byxy + °—22y2 (4.22)

Sellise valiku puhul on biharmooniline errand (4.21) automaatselt
rahuldatud. Masspude hulgamise puhul saame avaldistest (4.20)
pingekomponendid kujul

x = Co. y= & = b (4.23)

Selline pingeseisundehendaba, > 0 ja ¢, > 0 puhul uhtlast

ddes
'

Joonis 4.1: Ruutpoknoomile vastavad rajatingimused.

temmet kahes ristuvas sihis kooshtlase nihkega. Vastavad rajatin-
gimused on esitatud joonisel 4.1. sttes osa paéinoomi koe tsente
verdseks nulliga, saab rajatingimusi varieerida.
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B) Kuuppolenoom

v bs 2 ds 3.
3= 32X xy+ xy+3—2y.

Ka antud juhul on b|harmoon|I|ne verrand (4.21) automaatselt ra-
huldatud. Pingete avaldiste (4.20) phjal aga

(4.24)

x = CX + dgy; y = agX+ bgy; = bx  cy:  (4.25)

I U I S A
L : Py 4!
. i e
e ¢ ey ¢ |
) z =T =
= — =1 Tt se
.
¥ a) Y b)

Joonis 4.2: Kuuppolnoomile vastavad rajatingimused: axs 6 O,
dz = m: C3:Ojab) b360, az = C = d3:O

Valides rneieid vaid d; 6 O saame puhtale paindele vastava
pingeseisundi. Vastavad rajatingimused on esitatud joonisel

4.2 a).

Vaid b; 6 0 | pindadel y = c¢ mejuvad pinged , = gy
ja yx = bsx ning pinnal x = | pinge ., = ksl (joonis 4.2
b)).

Vaid c360 ...

Vaid a3 60 ...
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Teist ja kolmandat jarku polenoomide puhul polnud vaja esita-
da teiendavaid kitsendusi painoomide koe tsentidele, sest bihar-
mooniline werrand oli automaatselt rahuldatud. Kergemat jarku

polenoomide puhul pole asi aga enam nii lihtne.

C) Neljandat jarku poleinoom

d
x3y + 0—24x2y2 + 3—42xy3+ %y"’: (4.26)

. u ., Iy
= +
4= 43732

Neieid on biharmooniline werrand (4.21) rahuldatud vaid juhul kui
€= (204 + &) (4.27)
ning pingekomponendid (4.20) saavad kuju

x T CxZ+ daxy (264 + ag)y?;

y = aux?+ hyxy + cy?; (4.28)
2 d
Ty = §X2 2C4Xy E“yzz
Kuna koe tsentide ay;:::;d; valik on vaba, siis on (4.28) abil

veimalik kirjeldada mitmesuguseid rajatingimusi. Miteks kui vaid
ds > 0 on nullist erinev pokinoomi koe tsent, siis

dy ».

x = daxy;  y=0; = Ey : (4.29)
Vastavad rajatingimused
8
% Y= G oy d—z“cz;
; X=0, = d_24y2 (4.30)
d
Tx=l = oyh x=dily:
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i i o —— ———— ]

Joonis 4.3: Neljandat @rku polenoomile vastavad rajatingimused
d; > 0jaas = by = ¢, =0 puhul.

on kujutatud joonisel 4.3.

Vaatlemewhikulise paksusega plaati. Leiame plaadi kontuuril eju-
vatest pingetest phjustatud jeupaaride momendid (vt. joonis 4.3)

8 z.
. dylc®
EM(y)= 2 jujldy=ti= S5
0
M(yx)=2] f(j Ic = ::: = dylc?; (4.31)
E ¢ 2d4|C3
TM( )= 2 Kydy=:::= 3 :

0

Seega on antud juhul (st. juhul kui needa plaadi kontuuri on raken-
datud joonisel 4.3 kujutatud pindjeud) plaadile mejuv jeusisteem
tasakaalus.

Kui vaid ¢4 > 0 oleks nullist erinev poinoomi koe tsent, siis saak-
sime avaldistest (4.28)

x = CX2 20y gy = yh xy = 20XY: (4.32)

Jne., jne.
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D) Viiendat jarku polenoom

o= B By B o, G, & T
i AR A I L A L AR A Y
(4.33)
Neield on biharmooniline werrand (4.21) rahuldatud kui
: 1
&= (2+3a)jafs= (b +2ds): (4.34)
Pingekomponendid
= @ o =
g %
= @' 5 =
xy = @x@y Dl
(4.35)

Valides vaidds > 0 nullist erinevaks pounoomikoe tsendiks, saame
pingejaotuse

1
y = §d5y3; w = Osxy?: (4.36)

Viimasele vastavad rajatingimused

2
x = ds(X°y §y3);

% y= = %d5C3; yx — d5XC2
2d5y3 .

E X = 3

2
(= (YY) = dsly®:

Xy = O’ (437)

Kuna biharmooniline werrand (4.21) on lineaarne diferent-
siaalwerrand, siis on tema lahendiks ka suvaline lahendite super-
positsioon. Seega, liites eespool leitud elementaarlahendeid, saame
leida meid huvitava probleemi lahendi.
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Kui need pingekomponendid on raaratud, siis saab Hooke'i sea-
duse (4.3) ja (4.4) abil leida deformatsioonikomponendidy, "y
ja xy. Viimastest omakorda aga siirdekomponendid kui diferent-
siaalwerrandite

Qu ,. @v_.,. Qu @v_
@X_ X @y_ Yy @y @X Xy
lahendidu ja v. Tesi kelll, (4.38) ei maara siirdekomponentesheselt.

Kui lisada siirdekomponentideleu ja v lineaarfunktsioonid, vasta-
valt

(4.38)

up=a+byjavy,=c bx; (4.39)

siis jaab (4.38) kehtima @; b; con konstandid). Konstandida ja ¢
mearavad jaiga keha wepliikumise ja konstantb jaiga keha merde
eimber z telje vaikese nurga erra.

Konkreetsete mlesannete puhul perdume diferentsiaalerrandite
(4.38) juurde tagasi.

4.3 Saint-Venant'i printsiip

Elastse keha pinna wikesele osale msjuva jeusisteemi asenda-
mine staatiliselt ekvivalentsega muudab oluliselt lokaalseid pin-
geid jpudude rakenduskoha ehedal, kuid praktiliselt ei mejuta
pingeid punktides, mis asuvad piisavalt kaugel pinnaosast, kus
jeusisteemi muudeti. Kaugust tuleb wrralda vaadeldava pinnaosa
lineaarmesetmetega. Mpjud (taiendavad pinged ja deformatsioonid)
vahenevad geomeetrilise progressiooni kiirusega.
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4.4 Konsooli paine

Vaatleme kitsa ristkelikulise ristleikega konsooli, mille vabas otsas
(x = 0) on rakendatud jeud P, mida veib vaadelda kui otspinnal
mejuvate nihkepingete peavektorit (joonis 4.4). Konsooli pealmine
ja alumine pind on pingevabad ja ot = | jaigalt kinnitatud.

/

A -

NNNNW

¢ 4
4

8

‘Q-—(b
N\

Joonis 4.4: Kitsa ristkelikulise ristleikega konsool pikkusegd,
kergusega 2 ja paksusega 1.

Sellist olukorda saab vaadelda kui superpositsiooni puhtast ninkes
(alajaotus 4.2 A valemid (4.23)a, = ¢, =0 ja b, 6 0) ja valemitega
(4.29) esitatud juhust (alajaotus 4.2 Cay = by = ¢, = e =0 ja
d, 6 0). Saame

d
= dixy; =0, = b 543’2: (4.40)
Rajatingimused
. : 2b,
ydy= ¢ = xyly= ¢=0 ) ds = ?; (4.41)
X Z C Z c t& )
F|y =0 =pP= ] Xydy: ] b, ?y dy
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Pannes mieid konstandid b, ja ds valemitest (4.41) ja (4.42) pingete
avaldisse (4.40) saame

3P 3P 2
= gxy; y=0; = Zc 1 ygz (4.43)

Arvestades, et inertsimoment |, = 2¢3=3, siis
P P
TNy T 0; = j(c2 y2): (4.44)

Lahend on ®pne Saint-Venanti printsiibi mettes, st., 4.2 C puhul
on tala otsas nihkepinged paraboolse jaotusega.

Leiame reed siirdekomponendidu ja v. Hooke'i seadusest

" @u_ P
% X:—: E: —Xy’

o BV X .
% y = @y E El XY, (445)
_@u @v. 5 _ P 2y.
v @y @x G~ 26’ YV
Integreerime (4.45)., |
P 2 . P 2 .
u= —Xxy+f(y);, v=_—-xy-+ fy(x): (4.46)

2E| 2E|
Pannes (4.46) valemisse (4.4ppaame

P, diy). P, du_ P,
Xty TEY T e - 2@ Y) @A)

Viimane on esitatav kujul

%Fm+em:m

_dfy(x) P,
FO= = = a8
_dily) P , P 4.4
% =4 *EY 28V
K = ic2:
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Kuna F (x)+ G(y) = K = const; siis peavad ka (x) ja G(y) olema
konstantsed.TahistadesF (x) = d ja G(y) = e saame valemitest
(4.48) tingimuse

P
d+ e= %02 (4.49)
ja diferentsiaal\%rrandid
gdf(Y): P 2+iz+
dy k) TagY T® (4.50)
2 dfy(x) . P, '
ST Xt
Viimaste integreerimisel saame
8 P P
()= Y+ =Y eyt g
ZF) = ——x3+ dx+ h: |
YT eEl '
Seega saavad siirete avaldised (4.46) kuju
8
P P P
2= 2 3 3 .
oY e Tea T (4.52)
?v—ix2+ Lx3+dx+h' |
“ 2 Y T el '

Konstandid d;e;gja h meaaratakse tingimusest (4.49) ja kolmest
rajatingimustest siiretele.

Olgu punkt A tala ristleike x = | kese. Seega peab olema see punkt
kseeritud | tema siirded on nullid jaristl eigex = | ei saa perelda
umber punkti A. Seega kuix = | jay =0, siisu= v =0 ning

PI®

g=0 ja h= 6T dl: (4.53)

Et saada konsooli kverdunud telje wrrandit, vetame valemis
(4.52),y=0|
P , PB

VJy:o:@x 6El d(l x): (4.54)
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Konstandi d mearamiseks kasutame kolmandat rajatingimust, mis
ei luba vaadeldaval ristbikel peereldamber punkti A. Seda tingi-

must veib ette anda mitmel viisil. Vaatleme kahte:

a) tala telje element on punktisA kseeritud, st.,

Juhul a) saame avaldiste (4.55), (4.54) ja (4.49)ghjal

4. P2 __ PP PC
- 2\ BT oEr G

(4.55)

(4.56)

(4.57)

Seega saavad siirdekomponentide avaldised (4.52) javkrdunud

telje verrand (4.54) kuju

8
%”: E <Y &Y
P , P2 PP

gV:Exy2+6ﬁx ET Xt 3E
" Vjy=o = Py PIZx+ PI3:
6E| 2E| 3EI
Juhul b) saame konstantidele sartused
d= P—|2 ja e= P—|2 E
2E| 2E1  2GI
ning tala keverdunud telje wrrandiks

. P ., P2 PR P&

P, P ., P , P2 P
+ VAR
6GI 2EI  2GI

y

+ + :
6E| s ¥t oEr o X

(4.58)

(4.59)

(4.60)
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Joonis 4.5: Rajatingimused otsag = I:

Seega saameerrandi (4.60) kasutamise puhul

E('

3P
ol 0= 450 % (4.61)

verra suuremad abipainded kui werrandi (4.58); puhul. Pehjus on
selles, et rajatingimused (4.55) keelavad tala teljesprded kuid lu-
bavad otspinna werdeid punktis A (vt. joonis 4.5 a). Rajatingimu-
sed (4.56) keelavad aga tala otspinnaeprded kuid lubavad telje
peerdeid (vt. joonis 4.5 b). Melemal juhul toimuvad peerded eihe
ja sama nurga B =4cG verra kuigi peerduvad erinevad elemendid.

Tegelikult jaab aga kogu otspindx = | paigale jasiget tulemust ei
anna ei juht a) ega b) ning kinnituskoha édheduses ei vasta ka pin-
gejaotus valemitega (4.44) antule. Avaldise (4.44) puhul tuleb ra-
kendada Saint-Venant'i printsiipi, st., et (4.44) annaks bemrasema
tulemuse, peame olema otsast= | piisavalt kaugel. Seega pikkade
konsoolide puhul on tulemus tapsem , st. vastab enam tegelikku-
sele, kui kbhikeste puhul.
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Py bbbt btape =

bee 0y fme =]
S
8

{ {
a) b)

Joonis 4.6:Uhtlaselt koormatud kitsa ristkelikulise ristleikega tala
(tala pikkus 2I, kergus Z, paksus 1).

4.5 Uhtlaselt koormatud tala paine

Vaatleme kitsa ristkelikulise ristleikega tala (joonis 4.6). Tala on
otstes vabalt toetatud ja talle mejub ehtlaselt jaotatud koormus
intensiivsusegag.

Rajatingimused: a) kllgpindadely = ¢

xyjy: .=0; yjy:+ c=0; yjy: c— O (4.62)
b) otspindadelx = |
8 Z .,
% wl= 1 dy =4l peikjeud tala otstes,
Z¢
xly= 1 dy=0; pikij eud tala otstes, (4.63)
e
- xly= 1 ydy=0; paindemoment tala otstes

C

Rajatingimusi (4.62) ja (4.63) saab rahuldada kui kombineerida ala-
jaotuses 4.2 leitud lahendeid.

Lahtume lahendist (4.36) (Ik. 136), millele vastavad rajatingimused
on kujutatud joonisel 4.7 Et vabaneda émbepingetest kljel y = ¢
ja nihkepingetest kilgedely = clisame kehale émbe  lahendist
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EEERNRN L e
T —-@ wede)
{ z
f = 6-051%-4c%)

b O Il & 31

SE =
4 Ty =5 06°

v a) b)

_J,q'i(;‘;

Joonis 4.7: Viiendat prku polenoomile vastavad rajatingimused
ds60ja as=bs=c5= e = fs=0 puhul.

(4.23) ja pinged
saame seega

= gy ning xy = Iax lahendist (4.25). Kokku

8
2 x= ds(xy gy3)'

E = —d5y + by + ap; (4.64)
xy = dsxy?  bsx:
Rajatingimustest (4.62) saame
- 94 ,-389 4 - 34
a = > s = ac ds = i (4.65)

Arvestades, etl = |, = 2c¢3=3 saame valemitest (4.64) ja (4.65)
8
2
% o= Oy L
N P 2 3. 4.66
E y = 2|q(3y Czy+ 30)1 ( )
Xy = ﬁ(cz yz)X:

Leitud pingekomponendid rahuldavad lisaks rajatingimustele (4.62)
ka (4.63), ,. Et oleks rahuldatud ka (4.63), lisame puhtale painde-
le vastavad pinged y» = dzy ja y = 4 = O lahendist (4.25).
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Rajatingimusest (4.63) leiame

_3qg PP 2
Seega kokku avaldub normaalpinge kujul
-9 2 2 q 2; 2 :
. 12 x% y+ 5 3 502y ; (4.68)

Avaldise (4.68) esimene liige vastab elementaarsele paindeteooriale
ning teist saab vaadelda kui parandusliiget ja ta onaike verreldes
esimesega. Parandusliige on pehjustatud sellest, et elementaar-
teooria puhul eeldatakse, et, 0, kuid (4.66) pshjal pole see nii
(vt. joon. 4.6). Avaldisega (4.68) esitatud pinged annavad otspin-
dadel nulliga wrduva peavektori ja peamomendi. Lahend orapne
vaid juhul kui otspindadel x = | mejuks pindjeud

3g 2, 2

ty= ——= = ¢y 4.69

T 4 3 57 (4.69)
Saint-Venaint'i printsiibi p ehjal loetakse lahend &pseks punktides,
mis on otstestx = | kaugemal kui tala kergus, st. Z, kat, =0

puhul.

Tala punktide siirded u ja v leitakse analoogselt alajaotusele 4.4.
Need eeldatakse, et punktisx = y = 0 on horisontaalsed siirded
verdsed nulliga ja vertikaalsed siirded srdsed kbipaindega .
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ngku saame, et

q |2 X3 2 3

2E| 3

cy+ =¢

—— + -Cy+ (4.70)

q I?x?> x4 1
L - _ 1+ —
2El 2 12 5C2X 2

Kuna (4.70), pehjal siirded tala keskjoonel
ax.,

E;

siis ei osutu keskjoon neutraalseks jooneks. Tala keskjooabipaine

X% +

Ujy=o = (4.71)

: q I>x* x4 1o 1 5
0 = — = = = 1+Z X% 1 (472
Vly=0 26l 2 12 5 ; X @72)
Kuna tala otsad on vabalt toetatud, siisvjx- | =0 ja
5ql* 12¢2 4
= —— 1+ -+ = 4.73
~ 24El 512 5 2 ( )

Avaldises (4.73) nurksulgude ees olev kordaja esitab elementaar-
teooriale vastavat kbipainet (eeldades, et tala risthiked jeavad de-
formatsioonil tasapinnalisteks). Teine liige nurksulgudes esitab pa-
randust, st. arvestab mikjeu meju labipaindele. Diferentseerides
(4.72) kaks korda saame keskjoones¥erust iseloomustava avaldise

\V |2 X2 4
@ _a v 24 (4.74)
@%,, El 2 5 2
Ka selles avaldises vastab esimene liige elementaarteooria valemile
ning on proportsionaalne paindemomendiga(l> x?)=2.
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4.6 Hwdrostaatiliselt koormatud
vertikaalne konsool

R T A RS s i P RS AR 227

[%4

Joonis 4.8: Vertikaalsele konsoolile gjuv hedrostaatiline surve.

Kui wldistada alajaotuses 4.2 esitatud lahendusmetoodikat ja
vaadelda 6. @rku polenoomi, siis saame laida pingejaotuse
hudrostaatiliselt koormatud vertikaalse konsooli jaoks:

6
SN
3 2
o = gg V) (@ )+ 2@ )

Siin tahistab q vedeliku erikaalu (N/m®) ja seega on koormuse in-
tensiivsus sigavuselx verdne gx, peikjeud gx°=2 ja paindemoment
gx=6. Avaldiste (4.75) esimesed liikmed vastavadllegi elemen-
taarteooriale.

Konsooli vabal otsalx = 0 on leitud lahendi pehjal normaalpinged
nullid, kuid nihkepinged

_ 9,4 .4 q 3 2y.
_0°’(C yh) + @502(02 y?): (4.76)
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Nihkepingete peavektor on aga null. See eimaldab lugeda
valiskoormuse kohak = 0 nulliks.

Kui tahetakse arvesse stta ka konsooli materjali omakaal, siis tuleb
« avaldisse lisada liige qx, kus g, on konsooli materjali erikaal.

4.7 Tasapinnalised wlesanded
polaarkoordinaatides

4.7.1 Tasakaaluv errandid ja Airy'
pingefunktsioon

0(‘5':\% C

oo
(,;1/‘9'-)' & 4
+A 0
g 0(7:%9" " DL

Joonis 4.9: \aikese elemendABCD tasakaal.

DRK-s esitatud tasakaaluwrrandite analoog saadakse kui vaadel-
dakse elemendABCD tasakaalu ja projekteeritakse tema #lgedel
mejuvad summaarsedqud ja mahupud # ja r sihile. Minnesele
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piirile d#! Ojadr! 0 saame

8
E@r_'_l@r#_'_r #

- +f,=0;
@r v @i T (4.77)
_> 1@#+ @r# + 2r# +f _0_
= 4 =0:
r @# @r r

Siin tahistavadf, ja f» mahujeudude projektsioone radiaal ja tan-
gentsiaal suunale I ja # kasvamise suunale).

Ka siin saab mahugudude puudumisel sisse tuua Airy' pingefunkt-
siooni' =" (#;r), nii et

3 _l@ 1@ _@ .
" rar r2@# G YR (4.78)
3> _l@ 1@ _ @ 1@ . '
“"Tr2e# r@r@f @r r @#

ja biharmooniline verrand

4 — @ + }_@D+ i@ 2'
@f r@r re@#

Kui pingekomponendid ja seega k& seltuvad vaid koordinaadist

r, siis saab wrrandi (4.80) mldlahendi esitada kujul

r =0: (4.80)

"= Alnr+ Br?Inr + Cr?+ D: (4.81)
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4.7.2 K evera tala paine

Joonis 4.10: kevera tala paine.

Neitena vaatleme levera tala puhast painet, st. vaatleme tala,
mis paindub keverustasapinnas otstesse rakendatud momentitié
mejul. Sel juhul jaab paindemoment konstantseks kogu varda pik-
kuse ulatuses, grelikult seltub pinge vaid radiaalkoordinaadistr.
Seega saab kasutada lahendit (4.81).

Rajatingimusedé

r=0; r=a;r=>n;
37, z
+dr =0; #rdr = M (4.82)

.§ a a

w =0; keigil rajapindadel.

S

Parast rajatingimuste (4.82) rahuldamist ja ®histuse

N =(F a?)? 4a2b2Inzg (4.83)

sigsetoomist saame
- azlozInb+bzlnr+a2Ina :
% ' N 2 T a b r’

= ﬂ ﬁh’]?-y
7 N r2  a

bzln%+azln?+b2 2 ; (484
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g,a §
M 6N
N L2
Y
Z (rfe=1445) T " L
=/, 4 = e N
0 < 09 =y Moz (1070)
2 N N
~ 06 <
4 ™
4 a3 "
6 ol
0 12 4 6 18 a0 0 12 4 6 18 a0
e /4

Joonis 4.11: Pingete jaotus dévera tala paindel.

Lahend on ®mpne vaid siis kui pingejaotus otspindadel vastab aval-
disele (4.84). Muil juhtudel tuleb rakendada Saint-Venanti printsii-
pi. Joonisel 4.11 on esitatud suurused:a>=M ja ,a?=M seltuvana
suhtestr=a juhul kui b=a= 2. Jareldused: 1) , > 0 igar puhul
vaadeldavas piirkonnas; 2) neutraalne telg vastab=a = 1;443 ja
max x > jmin j; 3) , maksimum ei asu neutraalsel teljel.

4.7.3 Deformatsioonikomponendid
polaarkoordinaatides
8

" @u " u 1@V

c@ T rtres

> _1l@u @v v (4.89)
" re# er r

Siin meistetakse suurusiu ja v kui radiaalset ja tangentsiaalset
siirdekomponenti. Hooke'i seaduse kujuagb endiseks:

W _ 1 w4 . _ r#
r _( r #), # = E( # r), r# = E (4-86)

Siirete masramine toimub analoogiliselt DRK-ga.
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4.7.4 P eoeorlev ketas

Teiseks miteks polaarkoordinaatide puhul on perleva ketta

elesanne. Vaatleme perlevat ketast, mis perleb jaava nurkkiiruse-

ga! . Ketta paksuse loeme raadiusegasweldes wikeseks. Ainsaks
mahujeuks (mida arvesse stame) on inertspud, st. f, = ! ?r ja

f» = 0. Antud juhul on tegu nn. polaarssmmeetrilise elesandega,
kus ; ja 4 seltuvad vaid koordinaadistr ja seega valemi (4.78)
pehjal 4 = 0. Teine tasakaaluwrrandeist (4.77) on antud juhul

automaatselt rahuldatud ja esimesele saab anda kuju

d
Frd ) s+ 1 r2=0: (4.87)
Kuna ka ", ja "4 on vaid r funktsioonid, siis (4.85) mwhjal
n — @l.J " [a— u.
r — @rz # = r . (488)
Hooke'i seadusest (4.86)
E . . E .
r = 1 2( r #)1 # = 1 2( # I') (489)

Asendades med deformatsioonikomponendid (4.88) Hooke'i sea-
dusse (4.89) ning viimase omakorda tasakaalerrandisse (4.87)
saame diferentsiaalgrrandi siirdekomponendiu maaramiseks:

d’u du 1 2
22V, H — | 2,3.
r a2 rdr S re: (4.90)
Selle diferentsiaalerrandi mldlahend avaldub kujul
1 1 1 2
= — (1 1+ — ! 23 . 491
u= = (1 )Cr 1+ )CiT Tt (4.91)
Vastavad pingekomponendid
2 r:C+C1i2 3L!Zrz;
r 8 (4.92)
> 1 1+3 | 2,2. '

#=C Clr_z
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Konstandid C ja C; maaratakse rajatingimustest.

Taisketta (ilma auguta keskel) puhul vastaly = 0 siire u = 0, seega
C;, = 0. Ketta serval r = bjeudude puudumisel , =0, seega

+
C= 3 I 2K (4.93)
Seega pingekomponendid
8
+
? | = 38 I 2P r?)
S 34 , 143, (4.94)
Tog= I 27 I 2
8 8
Plaadi keskel on neil pingetel maksimaalnesrtus
== 3t (4.95)
Kui ketta keskel on ava raadiusegaa, siis konstandid C ja C;
mearatakse rajatingimustest (j;=a = jr=p=0|
+ +
C= 37! 2@+ B); C.= 3T! 281 (4.96)
Pingekomponendid
8 2
E = 3"8' I 2 b2+ a.2 ar_2b2 rZ :
4.97
2 _8% 12 L b 1+3 r? o
Pt e 2 3+

Radiaalpinge on meid maksimaalne kohal = P abja tangentsiaal-
pinge sisemisel serval
8

+
3 max , = st 5  2(b @)%
(4.98)
2 - 3+ | 2 + 1 2 .
> max s 7 03 37 2
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Kui a! 0, siis max 4 laheneb wartusele, mis on kaks korda suu-
rem kui avaldisega (4.95) esitaud aartus. Seega kui tehadisketta
tsentrisse waike ava, siis suureneb tangentsiaalpinge plaadi tsentris
kaks korda.

4.8 Ruumilised ewlesanded

Tasakaaluwrrandid

8
@xy @xz _
+f,=0
@x @y @z
@y @xy @yz
+ + +f,=0 4.99
; v o e y (4.99)
@xz @yz +f, =
- z
@z @x @y
Rajatingimused
8
2t= W+ ym+ 0
Jy= ym+ yn+ xy b (4.100)
= ot Gl ome

4.8.1 Vardat emme omakaalu m ejul

Vaatleme punktis A jaigalt kinnitatud ristk elikulise ristleikega var-
rast. Mahujsud
fx="1,=0; f,= g; (4.101)

kus g on varda erikaal. Tasakaaluerrandid on rahuldatud kui pin-
gejaotus esitada kujul

z= 07z, X=— y— xy— yz=— xz = 0; (4102)

st. varda igas ristbikes on nullist erinev vaid temast allpool asuva
osa kaalust phjustatud normaalpinge.
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il

X
o~ ]

e

Joonis 4.12: Varda deformatsioon omakaalu ejul.

Rajatingimused: Nullist erinevad pinged vaid varda mlemisel
valispinnal | seal ,= gl.

Kuna sobivustingimused pingetes (vt. miteks Beltrami-Michelli
verrandid (3.44)) sisaldavad vaid teist arku osatuletisi pingekom-
ponentidest, siis on nad antud juhul automaatselt rahuldatud.

Siirded ja deformatsioonid nearame Hooke'i seaduse abil

. _ @w_ , 0z
2@ ETE
. _ . _ @u @v_ gz
"V ex @y E
% @u @v @u @W: @v @W:O
V= @y @x * @z @x 7 @z @y
(4.103)

Siirdekomponendidu; v ja w leitakse avaldistest (4.103) integree-
rimise teel. Integreerimiskonstandid rearatakse rajatingimustest
punktis A. Jaiga kinnituse tettu on seal keelatud nii siirded kui
peerded, st., punktisx = y =0; z=1lonu=v=w=0ja
@u=@z @v=@zZ @v=@x0. Tulemus on jargmine:

8
2 U= géz VR gé/z ;

2 2 (4.104)
_> W= gz g (X2+ y2) gl

2E 2E 2E
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On selge, etz-telje punktid omavad vaid vertikaalseid siirdeid:

Wiyoo= (2 22 (4.105)
y=0 2E

Teised punktid, st. kusx 6 0 vei y 6 0, omavad ka horisontaa-

seid siirdeid. Seega sirged, mis olid enne deformatsiooni paralleel-

sed z-teljega on peale deformatsioorz suhtes kaldu. Tala biked,

mis olid enne deformatsiooni ristiz-teljega, moodustavad prast

deformatsiooni paraboolse pinna. &iteks punktid, mis olid enne

deformatsiooni tasandilz = c asuvad peale deformatsiooni pinnal

Z = C+ Wj=.. See pind on risti leigi nende varda kiududega, mis

enne deformatsiooni olid vertikaalsed.

4.8.2 Konstantse ristl eikega  wmarvarraste

vaane

———
Z

Joonis 4.13:¥marvarda vesne.

Vastavalt elementaarteooriale, avaldub nihkepinge vardaaandel
kujul

= G, (4.106)
kus G on nihkeelastsusmoodul,r | polaarraadius ja # |

vaandenurk varda pikkuashiku kohta. Pingevektor on seejuures
risti varda raadiusegar.
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Lahutame reieid pingevektori  x- ja y-telje sihiliseks komponen-
diks:

yz = 2y = G#r? = GH#X;, = x= G#r% = G#y:
(4.107)
Ulejaanud pinged eeldatakse arduvat nulliga, st.,
x= y= z= xy=0: (4.108)

Kuna pingekomponendid on kas nullid &i linearfunktsioonid koor-
dinaatidest x ja y, siis on sobivustingimused automaatselt rahulda-
tud. Jargnevalt vaatleme kuidas on rahuldatud tasakaalarrandid
(4.99) ja rajatingimused (4.100). Tasakaalusrrandid on rahulda-
tud kui heljata masspudude neju. Silindri kellgpind on pingevaba,
seega, arvestades avaldist (4.108) ning emarvarda pinnal

I'=cos(N;x) = ?i m =cos(N;y) = Br—/; n=cos(N;z)=0;
(4.109)
saame rajatingimustest (4.100).
0= I+ y;m: (4.110)

Seega rahuldab elementaarteooria lahend (4.107){(4.108) rajatin
gimusi (4.110). Samuti on selge, et mitemarvarda puhul elemen-
taarteooria lahend ei sobi, sest (4.109) ei kehti vardaelgpinnal.
Varda otspindade &hedal tuleb rakendada Saint-Venant'i printsii-
pi. Siirete leidmine tomub analoogselt alajaotuses 4.8.&sitletud
juhuga, st.,u=v=w=0ja @Qu=@zZ @v=@z @v=@x0 punktis
A. Sellistel rajatingimustel saame

u= #yz; v=#xz; w=0: (4.1112)
Seega osutub emarvarda puhul elementaarteooria eeldus, et
ristl eiked jeavad tasapinnaliseks ja raadiused sirgeteksigeks.
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M
g Y =
O === S A e I 4
B3 ra = *3’/:’-&1
“ a) . b)

Joonis 4.14: Prismaatilise varda paine.

4.8.3 Prismaatiliste varraste puhas paine

Vaatleme prismaatilist varrast, mis paindub peatasandixz varda
otstesse rakendatud vastassuunaliste ja suurusekbndsete momen-
tide toimel. Koordinaatide alguse paneme varda vasakusse otsa ja
ristleike pinnakeskmesse. Elementaarteooriabpjal

Ex
x= xy= xz2= yz=0; (4.112)

kus R on painutatud varda keverusraadius. Lahend (4.112) rahul-
dab masspudude puudumisel tasakaalusrrandeid (4.99) ja raja-
tingimusi (4.100) varda klgpinnal. Otspindadel on lahend &pne
kui valiskoormus jaotub vastavalt avaldisele (4.112). Paindemoment
meearatakse valemiga

Z Z

Ex?dA _ El
M=  xda= 2= Ely. (4.113)

A A R R

Viimasest avaldisest saame leida varda teljeskeruse
1 M

Z= 4.114
R Ely ( )

Siirete leidmiseks kasutame samu rajatingimusi, mis alajaotuses
4.8.1, st., punktis A on keelatud nii siirded kui perded. Hooke'i
seaduse (4.2) ja deformatsioonikomponentide de nitsioonide (4.1)
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pehjal (antud juhul on tala teljeks z-telg!)

. _ @w_x
% z — @Z_ ﬁl
n — @u_ X - mn — @V_ X .
*“@x R’ YT @y R’
% _ @u+ @v_ @u @w_ @v @W_O
YT @y @x © @z @x 7 @z @y

(4.115)
Kui lahendada diferentsiaalerrandite susteem (4.115) rajatingi-
mustelu=v=w=0ja Qu=@z2 @v=@z2 @v=@=x 0 punktis
X =y =2z=0, siis saame

8
Sus o[+ (¢ Y
S xz (4.116)

Varda keverdunud telje werrandi saame wttes viimases avaldises
x=y=0 |
z? Mz?2
2R 2El,

v=w=0: (4.117)

See avaldis langeb kokku elementaarteooriadipainde avaldisega.
Vaatleme reieid varda suvalist ristleiget z = ¢ (enne deformatsioo-

ni). Peale deformatsiooni asuvad selle rigike punktid tasandil

z=c+tw=c+ (4.118)

ﬁ;
st. puhtal paindel jeavad ristleiked tasapinnalisteks. Et uurida

ristleike deformatsioone tema tasandis, vaatlemeulgi y = b (vt.
joonis 4.14 b)). Rarast deformatsiooni

y= b+tv= b1l — ; (4.119)
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st., peale deformatsiooni on éljed y = b kaldu. Kaks elejeanud
kelgex = x omavad peale deformatsiooni kuju

X= a+u= a %[cz+ (@ y2); (4.120)

st. nende kujuks peale deformatsiooni on parabool. Seega on tala

pealmine ja alumine pind pikisuunas agus ja ristsuunas kumer, st.
moodustab sadulpinna.

4.8.4 Paadi puhas paine

|

|

: e z 4)
Joonis 4.15: Risthlikulise plaadi paine.

Eelmises alajaotuses saadud tulemusi saab rakendada konstants
paksusega plaatide painddesannete puhul. Kui pinged x = Ez=R
on rakendatud piki y-teljega paralleelseid plaadi &lgi (vt. joonis
4.15 a)), siis omab plaadi pind peale deformatsiooni sadulpinna ku-
ju, kusjuures tema leverusxz tasapinnas on R ning ristuvas suu-
nas =R. Siinjuures eeldatakse, etabipainded on wrreldes plaadi
paksusega mikesed. Tehistame plaadi paksusén, paindemomendi
plaadiy-telje sihilise serva pikkusihiku kohta M ; ja inertsimomendi
pikkuehiku kohta Iy, = h3=12. Need valemi (4.114) phjal
1 M;  12M,

R~ El, Eh3’

(4.121)

Kui paindemomendid M; ja M, mejuvad kahes ristuvas suunas,
siis saadakse elastse plaadi pinnakerus paindemomentidesivi
ja M, pehjustatud keveruste superpositsioonina.
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Tahistame ER; ja 1=R, plaadi keverusedxz jz yz tasandites. Mo-
mendid M ja M, on endiselt meedetud serva pikkusihiku kohta.
Kasutades nueid avaldist (4.121) ja superpositsiooniprintsiipi saame
1 12 1 12
— = _—(M M5y, —= —
M, ja M, loetakse positiivseteks kui nad ghjustavad positiivsete
kiudude temmet. (4.122) mwhjal
Eh3 1 Eh3 1
= o oot o o Ma= o
1201 2 R: Ry 121 2) R, Ry
(4.123)
Vaikeste kbipainete puhul wib kasutada aproksimatsiooni

1 @w 1 _ @w

M) (4.122)

M,

— = = == — 4.124
R.- @ R @9 (41249
Tahistades Ene
ja arvestades (4.124) saame avaldistele (4.123) kuju
@w  @w @w @w
Mi= D —+ — ; M= D —+ —
' @%@y ’ @y @x
(4.126)

Konstanti D nimetatakse plaadi paindegikuseks.

Juhul kui plaat paindub silindriliselt (moodustaja on paralleelne
y-teljega), siis @w=@%= 0 ja (4.126) saab kuju

@w _ @w

oF M, = % (4.127)
Kui M; = M, = M, siis ka ER; = 1=R, = 1=R ja plaat paindub
staariliseks pinnaks, nii et (4.123) saab kuju
EhR® 1 _ D@+ )

T 120 )R R

M]_: D

M (4.128)
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4.9 Telgs mmmeetrilised pinged ja
deformatsioonid p eerdkehades

49.1 Wldv errandid

Meningaid selliseid elesandeid oleme juba eespool vaadelnud.

Kaesolevas alajaotuses leiavadagitlemist elesanded, kus ei esine
vaanet. Silindriliste koordinaatide (;#;z) puhul tahendab see se-
da, et vastavatest siirdekomponentidest = 0 ja komponendid u
ja w ei ssltu koordinaadist #. Seega ka pingekomponendid edlsu
koordinaadist # ja kaks neist » = 4, = 0. Nullist erinevad defor-
matsioonikomponendid avalduvad kujul

. _@u , u , @w @u @w
r — @r’ # — F Z@Z’ rz — @Z"' @r (4129)

Tasakaaluwrrandid saavad aga kuju

EEg@r_'_C@rz_'_r #

=0:
@r @z r ’
> @, @, o _,. (4.130)
@r @z r '

Paljudel juhtudel on jallegi otstarbekas tuua sisse pingefunktsioon
', siin nimetatakse teda aga Love'i pingefunktsiooniks. Tasakaa-
luverrandid on rahuldatud kui valida

8

E - _@ r 2 @' . - _@ r 21 1'@' .
"7 @z @ ' ' @z rar
2 _ @ A _ @ A
- z — @Z (2 )r @ ’ rz — @r (1 )r @ .
(4.131)
Siinjuures peab' rahuldama biharmoonilist verrandit
r* =0: (4.132)
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Antud juhul

» O, 10,0

@t r @r @# @z
on Laplace'i operaator silindrilistes koordinaatides. Kuna antud ju-
hul ei ssltu ' koordinaadist #, siis langeb Laplace'i operaatoris
(4.133) kolmas liige wlja. Siirdekomponendidu ja w mearatakse
avaldistega

r (4.133)

@l

. @ .
@r@z

@z

2Gu = v=0; 2Gw=2(1 )r? (4.134)

N

Joonis 4.16: Sarilised koordinaadid.

Menel juhul on silindriliste koordinaatide asemel mistlik kasutada
sfaarilisi koordinaate, st.,r ja z asemel kasutatakse koordinaat®

ja . Need on vaja (4.133)-s asendada osatuletiseda z jargi. See
elleminek on omakorda analoogne DRK ja y ja polaarkoordinaa-
tide r ja # vahelisele seosele. Saame

@,@_6@ . 10,18
@?— @% @R R@R rz@?’
.31@ ! @sin +£_@ —1@ _@
r@r Rsin @R R @ R@R R2 @
(4.135)

Seega omab biharmoonilinearrand (4.132) silindriliste koordinaa-
tide puhul kuju

@,1@, @ °

it ret @ =0 (4.136)
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ja sfeariliste puhul
@ 20Q,c0 @ 16 °
@R R@R R2 @ 2@*

Verrandi (4.137) lahend peab samal ajal rahuldama ka Laplace'i
verrandit, st,

=0: (4.137)

@ 2@ cot @ 1@ _
@R ROR R @+ i =0: (4.138)
Viimase erilahendit wib otsida kujul
n=R" g (4.139)

kus , on vaid muutuja' funktsioon. Kokku saame viimasest ka-
hest hariliku diferentsiaalverrandi
1 d d ,

sin d sin d

+n(n+1) ,=0: (4.140)

Kui t ahistamex = cos ja valime x uueks ®ltumatuks muutujaks,
siis saame (4.140)-st Legendre'ievrandi

d2 n n
dx? dx

Selle wrrandi lahendid on esitatavad Legendre'i peinoomideP, (x)
kaudu:

1 x)

n=0: (4.141)

%PO(X)::L; Pi(x) = x; Pa(x)= %(sz 1);

P =SB 307 Pil) = S35 300 +3);
T (4.142)
% 5(X) = 5(63X5 7OX3+1SX) .....

1 d

P = Sani g

(x> 1)

4.9. Telgammeetrilised pinged ja deformatsioonid perdkehades 165

Neid polinoome wib kasutada funktsioonidena , avaldises
(4.139) kusjuures igat neist wib veel korrutada konstandigaA,.
Kasutades valemeid

. P
Xx=cos; Rx =z ja R= r2+ 2 (4.143)

saab minna tagasi muutujateler ja z. Seejuures saab errandi
(4.137) lahend kuju

8
o= Ao 1= Asz;
1
"2z Ay 28 S(rP+ 2%
3
. 3 3_, 2. o .
3= Az 2z gz(r+z),

5 3 (4.144)
T 4 D202 o2y, P2 22 .
4= Ay 2 72 (re+ z9 35(r z)°

10 5
- 5 3(r2 + 72) + 24 ,2\2 .
5= As Z 9z(r z°) 21(r z°)°

Toodud polinoomid on ka biharmoonilise @rrandi (4.132) lahen-
diks. Saab midata, et kui R" , osutub harmoonilise wrrandi
(4.138) lahendiks, siisR"*? |, rahuldab biharmoonilist verrandit
(4.132) (kuid ei rahulda (4.138)) Korrutades (4.144R? = r2 + z2,
saame uued Iahendid

Baz(r? + z9);

B4(2z®> r?)(r?+ z%); (4.145)
% s = Bs(22®  3r2z)(r?+ z%);

B,(r?+ z%);
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4.9.2 Umarplaadi paine

%HH;HH

]

Z

Joonis 4.17: 8mmeetriliselt jaotatud peikkoormusega koormatud
ja servadest vabalt toetatudeumarplaat.

Vaatleme aimmeetriliselt koormatud mmarplaati (joonis 4.17). Va-
lides avaldistest (4.144) ja (4.145) kolmandatsjrku polenoomid,
saame pingefunktsiooni esitada kujul

"= a3(22° 3r%2)+ by(rPz+ 23): (4.146)
Avaldiste (4.131) phjal saame see@yel pingekomponendid kujul
g r= 6ag+(10  2)by;
. D e 100b: @.147)

rz =0

Seega osutuvad pingekomponendid kogu plaadi ulatuses konstat
teks. Valemites (4.147) olevate konstantidas ja b; mearamiseks tu-
leb kasutada rajatingimusi , ja , jaoks. Kokkuvettes: kolmandat

jarku polenoomide abil saab esitada lahendi, mis vastab olukorrale,

kus plaadi pinnale on rakendatud telgsmmeetrilised konstantsed
koormused.

Valides (4.144) ja (4.145) neljandatgrku polenoomid, saame pin-
gekomponentide jaoks avaldised

2 =9a,z+4(14 1)z
z 1922,z + 4y (16 14 )z; (4.148)
2 = 96a4r  2b(16 14 )r:

>
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Kui vetta 96a; 2u(16 14 ) =0, saame

;= =0 ja =281+ )z (4.149)
mis esitab plaadi puhast painet juhul kui ta servadesse on rakead
tud ehtlaselt jaotatud momendid.

Uhtlaselt jaotatud koormusele allutatud plaadi lahendi saamiseks

lahtutakse kuuendat mprku polunoomidest. Vastavatele pingetele

(mida siin ei esita, kuid mis sisaldavad konstanteg ja k) lisa-

takse lahend (4.148) juhul, = 0 ja z-telje sihiline ehtlane temme
, = blahendist (4.147). Seega tuleb rajatingimustest

(
=U; zZ2=¢ = v Z= G
‘ == (4.150)
=0; z= ¢
mearata neIi konstanti ag; bs; a4 ja b. Kokku saame
2+ z2 38+ )r’z 3z
% 03 32 & 8c '’
=q o+ 3z 1 (4.151)
g 4c 2’
3qr z%):

803

Valemite (4.151) puhul on huvitav see, et esitatav pingejaotus on
analoogne pingete y ja 4, jaotusega Kitsa risthkelikulise tala puhul
(verdle valem (4.66) lk. 144). Tala valemite puhul tuleb arvestada,
et sisse on toodud inertsimoment = 2¢3=3. Radiaalsed pinged on
esitatud paaritu funktsioonina koordinaadistz ja annavad servas
eihtlaselt jaotatud paindemomendi. Et saada lahendit servast va-
balt toetatud plaadi jaoks, lisame pingeavaldistele (4.151) lahendi
(4.149) ja maarame konstandib, rajatingimusest

Z

Cc
r2dz=0; r=a: (4.152)

Cc
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Seega saab vaba toetuse puhul radiaalse normaalpingeavaldis
kuju

2+ 72 308+ )r?z 32+ )z+ 33+ )a’z
"9 e T2 @ 8 5 ¢ 32 &
(4.153)
Kui vetta r = 0, saame pinge ,, mis mejub plaadi tsentris. Ele-
mentaarteooria puhul esitab pinget plaadi tsentris valem

_ 33+ )a’z,
T 32 &

(4.154)

S.0. (4.153) viimane liige. Kui plaadi paksuson vaike verreldes
raadiusegaa, siis osutuvad ka paranduslikmed vaikesteks.

Puhta painde lisamisega ja rajatingimuse (4.152) rakendamisega

kervaldasime me kll paindemomendid vabas servas = a, kuid ei
vabanenud pingetest
2+ 2 302+ )z |
=29 7373 8 5 ¢

(4.155)

Nende pingete peavektor ja peamoment plaadi servas on nullid,

seega tuleb lahendidpsuse ja kehtivuse hindamisel rakendada
Saint-Venant'i printsiipi.

Kui kasutada kuuendast lergemat mrku polenoome, saab lei-
da lahendeid juhtude jaoks,kusq = q(r). Teist liiki Legendre'i
polunoome Qo(x) = ZInI%;Qy(x) = XN 1;:::) kasuta-
des saab leida lahendeidengasplaadi jaoks. ik need lahendid
kehtivad juhul kui lebipainded on wikesed wrreldes paksusegac?
Suurte labipainete puhul tuleb arvestada plaadi kesktasandi pike-

nemisega.
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4.10 V aane

4.10.1 Sirgete varraste v aane

Umarvarraste wwandelesande lahendamise tehtudepotees, et var-
da ristleiked jamvad deformatsioonil tasapinnalisteks ei kehti mit-
tesmarvarraste puhul. Seda mitavad ilmekalt eksperimentide tule-
mused (vt. joonis 4.18 a). Enim kverduvad algsed sirged &lgede

Joonis 4.18: Sirge vardaaane.

keskosas. Korrektse lahenduse vaadeldavailesandele andis Saint-
Venant (1855).

Vaatleme whtlast varrast, mille otstesse on rakendatud momendid,
kusjuures ristleike kuju on meelevaldne (joonis 4.18 b). Saint Ve-
naint lahtus eeldusest, et varda deformatsioon koosneb kahest osast
1) ristleike pporded analoogselamarvardaga ja 2) ristbike tasandi-
te keverdumine (deplanatsioon), mis onigi ristleigete jaoks sama.
Koordinaatide alguseks valime varda otspinna keskme. Sel juhul on
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ristleigete mweretele vastavad siirded
u= #zy ja v=#zx: (4.156)

Ristleigete keverdumist kirjeldadakse funktsiooniga |

w=# (X;y): (4.157)
Seega deformatsioonikomponendid
8 mn n n
% X = y: z= xy:0;
= QW+ @ = # @ .
“~ ax @z = @x Y (4.158)
: _ewov, @
yz = =T =S oy X
@y @z @y
ning vastavad pingekomponendid
8
% x= y= 2= x=0;
_ @ .
; = GE gy Vo (4.159)

Seega on meil igas varda puktis puhas nihe, mis oraaratud kom-
ponentidega 4, ja y,. Pannes avaldised (4.159) tasakaalewan-
deisse (4.99) saame funktsiooni maaramiseks diferentsiaalgrran-

di

@ L@ .

@3 + @3 0: (4.160)
Vaatleme reed rajatingimusi (4.100). Kelgpinnal onty = ty, =
t; =0 ja n=cos(Nz) =0, seega (4.100), on samaselt nullid, aga
(4.100); annab

x|+ y;m=0: (4.161)

4.10. Veasane 171

Joonis 4.19: Funktsiooni meaaramine wanatud varda kelgpinna
lahedase épmata vaikese elemendabcabil

Viimane tingimus tahendab, et summaarne nihkepinge peab olema
suunatud piki varda kellgpinna puutujat.

Vaatleme varda lklgpinna lahedast bpmata vaikest elementiabc
(joonis 4.19). Eeldame, et positiivne suund onc! a. Suunakoo-
sinused
| = cos(Nx) = d_y m = cos(Ny) = d_x (4.162)
- ~ds’ - =G '

Kasutades valemeid (4.162) ja (4.159) saame rajatingimusele
(4.161) kuju

@ dy @ @x

— — — + — =0: 4.1

@xyds @yx @SO (4.163)
Seega suvalineaandellesanne taandub funktsiooni mearamisele
diferentsiaalwrrandist (4.160) rajatingimusel (4.163).

Rajatingimuste rahuldamiseks on ka teine @imalus, mis viib liht-

samale wrrandile. Kuna x = = , = , = 0, siis tasakaa-
luverrandeist j@ab jargi
@xz =0: @yz _ @xz + @xz =0: (4.164)

@ % @ % @x @y



4.10. Vaane 172

Kuna (4.159) pshjal «, ja . ei ®ltu koordinaadist z, siis esimesed
kaks on samaselt rahuldatud, kolmasethendab aga, et @ime tuua
sisse pingefunktsiooni (x;y) |

@' . C

xz = @y ja oy = @X
Asendades (4.165)8pingekomponentide avaldisse (4.159), saame

(4.165)

@y @x 4.166
s @ @ (4.166)
= B o6y Z iy

@x @y

Diferentseerime (4.166) y jargi ja (4.166), x jargi ning lahutame
esimesest teise. Saame diferentsiaatvandi
@ , @
@% @Y
pingefunktsiooni’ mesaramiseks. Avaldiste (4.162) ja (4.165) abil
saame mied rajatingimustele (4.161) kuju
@dy @dx_d _
@yj_s + @xds - ds - 0; (4.168)
st., pingefunktsion' peab olema konstantne piki wliskontuuri.
Taisvarraste puhul wib selle konstandi vabalt valida, miteks vetta
" = 0. Seega tuleb pingete rmaramiseks leida , mis rajal oleks null.
Jargmistes alajaotustes vaatleme konkreetse kujuga ristkeid.

Varda otstes onl = m =0 ja n = 1, st. rajatingimused (4.100)
saavad kuju

=F, F= 24G (4.167)

tX = XZ; ty = yz. (4.169)
Seega on pingejaotus varda otstes identne pingejaotusega $iges

varda ristleikes. Integreeriminerlle kogu otspindade annab nullise
peavektori ja vaandemomendi épiordemomendi)

M =2 ‘dxdy: (4.170)

Saadud lahend on &pne Saint-Venant'i printsiibi meistes.
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4.10.2 Elliptiline ristl  sige

Joonis 4.20: Elliptilise risteikega varda wene.

Vaatleme varrast mille ristleige on esitatav wrrandiga (vt. joonis
4.20)

X2 y2
—+ = 1=0: 4.171
2 5 ( )
Kui valida neeid pingefunktsioon kujul
X2 y2
"= —+ = 1 ; 4.172
m a2 bZ ! ( )

kus m on konstant, siis on diferentsiaalerrand (4.167) ja rajatin-
gimused (4.168) rahuldatud tingimusel, et

a’l?
Seega kokku - , ,
] — a F X_ y_ -
@) @ + = 1 : (4.174)

Konstandi F mearamiseks asendame (4.174) momendi avaldisse

(4.170) |
2M (a2 + 1Y)

F =
a 3p?

(4.175)
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Kahe viimase mwhjal Siirdekomponentideu ja v leidmiseks tuleb vaid asendada (4.180)
M ) ) avaldistesse (4.156). Kolmanda komponendi leidmiseks tuleb pin-
"= _‘3 X_2 + L 1 (4.176) gekomponendid (4.177) ja eandenurk (4.180) asendada avaldistes-
ab® & I se (4.159), integreerida, avaldada ning (4.157) abil avaldada
ning pingekomponendid (4.165) 2
w=m &2 (4.182)
2M.y 2M X a3p’G
R~ s (4.177)
Seega on deformeerunud rigllke samasiirdejoonedv = const: (w
Jarelikult suhe ) isojooned) huperboolid, mille aamptootideks on ellpsi poolteljed
R a_x; (4.178) (vt. joonis 4.21).
yz k? x

st.,, pingekomponentide suhe on proportsionaalne suhtega=x.
Jarelikult on see suhe konstantne piki igat punktistO valjuvat
kiirt ( ellipsi raadiust ), naiteks OA joonisel 4.20. Seega summarse
nihkepinge suund (bigu OA igas punktis) ehtib nihkepinge suuna-
ga punktis A. Vertikaalse telje OB punktide puhul on nihkepinge
yz = 0 ja summaarne pinge on @rdne nihkepingega ,. Horison-
taalkeljel on olukord vastupidine. On selge, et maK ,j > maxj y,j

ja et oM, Joonis 4.21: Samasiirdejooned = const:

—pe (4.179)

Kui a = b, siis saame valememmarvarda maksimaale nihkepinge
mearamiseks wandel.

Maxj xz] = max =

Avaldiste (4.175) ja (4.167) pehjal saame naarata veandenurga

a+ B
#= th. (4.180)
Valemis (4.180) esinevaeandemomendi kordaja perdveartust
a3p’G _ GA?
T @+ 42 (4.181)

nimetatakse varda wandegikuseks. SiinA = ab on ristleike pind-
alajal = 2 (a?+ ) ristl eike polaarinertsimoment.
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4.10.3 Membraananaloogia

Veandelesannete lahendamise puhul on osutunudaga kasuli-
kuks Prantli poolt (1903) sisse toodud membraananaloogia. Vaat-
leme \eanatava varda ristleike kujulist servast toetatatud memb-
raani. Membraani servale on rakendatucihtlane temme ja pin-
nale whtlaselt jaotatud rehk (psikkoormus). Tahistame membraani
ethikpinnale mejuva rehu g ja servaehikpikkusele nmejuva tembepu
S. Vaatleme membraani wikest elementiabcd teapsemalt eeldes,

Joonis 4.22: Bikkoormusega koormatud ehtlaselt temmatud
membraan | a); deformeerunud membraani samakbipainde joo-
ned | b).

tema tasakaalu. \aikeste Rbipainete korral on lelgedel ad ja bc
mejuva summaarse émbejpu projektsioonz-teljel S(@z=@X dxdy
ja wlejganud kahel kliel S(@z=@3)dxdy. Tasakaaluwrrand omab
seega kuju

@z @z

dxdy+ S——dxdy+ S—
@Y Yey

dxdy =0
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kust saame

@z, @ _ q (4.183)
@z’ @y s
Verreldes wrrandit (4.183) ja membraani Bbipainde rajatingimusi

(membraani labipaine servas on null) errandiga (4.167) ja rajatin-

gimustega (4.168) funktsioonl jaoks, jpuame preldusele, et need
kakselesanet on langevad kokku. Teisgu, selleks et leida diferent-
siaalwerrandi (4.183) abil funktsiooni' , tuleb (4.183)-s asendada

g=SsuurusegaF = 2G# verrandist (4.167).
Joonisel 4.22 b) on membraani deformeerunud pind kujutatud sa-

malebipaindejoonte (isojoonte) abil. Vaatleme suvalist punktiB.
Kuna teda labival isojoonel on &bipaine konstantne, siis

@z

@s
kus s kujutab endast loomulikku koordinaati vaadeldaval isojoonel.
Aanloogne wrrand pingefunktsiooni’ jaoks omab kuju

¢ _ @dx, @dy _ dx_ dy
ds = @xs @ys ~ Y’ds “ds

Viimane valjendab asjaolu, et summaarse nihkepinge projektsioon
isojoone normalile on null. &relikult mejub summaarne nihkepinge
vaadeldavas punktis isojoone puutuja sihis. Selliselt konstrueerdu
isojooni (keveraid) vaadeldaval ristbikel nimetatakse se@dttu nih-
kepingete trajektoorideks (analoogia punkti kiiruse ja trajektori-
ga).

Summaarne nihkepinge vaadeldavas punktisB saadakse kui pro-
jekteeritakse nihkepinged 4, ja y, puutuja sihile |

= M+l (4.186)

0; (4.184)

=0: (4.185)

Arvestades, et

— @l. _ @' dx _ dy
xz = @3’/ yz = @x | =cos(Nx) = d—jam = cos(Ny) = an
(4.187)
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saame avaldisele (4.186) kuju
——+ —— = (4.188)

Seega on nihkepinge punkti® mearatud membraani maksimaal-
se kaldega vaadeldavas punktis.adelikult mejuvad maksimaaalsed
nihkepinged punktides, kus isojooned paiknevaelksteisele leige
lahemal.

Veandemomendi avaldisest (4.170) saabeareldada, et kahe-
kordne paindunud membraaniga piiratud ruumala on erdne

vaanedemomendiga (loomulikult eeldusel, et membraani puhul on

tehtud asendus &#! =9.

Eksperimentaalsete uuringute korral kasutatakse membraanirsee-
bikilet. Katsekehaks on (tasapinnaline) plaat, kuhu on bigatud

uuritava ristl eike kujuline ava. Kui eesmargiks on pingete otsene

mearamine eksperimendist, siis tehakse samasse plaadirdiuseks
ka ringikujuline ava. Allutades neleld melemat ava katvad membraa-
nid verdsele survelé saame vajalikud weartused suhteleq=S mis
vastab suurusele &#. Viimane on sama nelema weanatava varda
jaoks. Seega, tingimusel, etamndenurk varda pikkusshiku kohta ja
nihkeelastsusmooduls on melemal vardal wrdne, saame ®grrelda
pingeid uuritava ristleikega vardas pingetegaimarvardas neetes
kahe seebikile kalded. ®si kell, pingekontsentaatorite Bhedal \eib

seebikile meetod anda ebapseid tulemusi. Aljaotuses 4.10.6 refe-

reeritav elektriline analoogia annab siin #psemaid tulemusi.

IKatsed naitavad, et melemas kiles tekkivad ®mbejeud veib sel juhul lugeda
praktiliselt v erdseks.
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4.10.4 Kitsa ristk wliku kujulise ristl  eikega var-
da veane

Vaatleme varrast, mille ristleike laiusc on vaike verraldes kergusega
h (jooonis 4.23). Antud juhul saame lahendi kasutades membraa-
nanaloogiat mrgmisel kujul: helgame ristkelliku |ehikeste kelgede
meju ja eeldame, et membraani pind on silindriline @bipainded on
seejuures wikesed).

Joonis 4.23: Varda ristbige ja maksimaalsed nihkepinged | a) ja
vastava membraananidbipaine | b).

Sellisel juhul saab membraanidbipainded maarata niidi mehaani-
kast tuntud valemi

_4
zZ= = X< (4.189)
abil (vt. joonis 4.23 b)). Viimases valemis esinev suurus
qc
= — 4.190
as ( )

mearab labipainde maksimaalse amrtuse (st. labipainde kohalx =
0). Valem (4.189) on tuntud kui painduva niidi (paraboolsete)
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labipainete valem. Vastavalt &bipainde valemile (4.189) on memb-
raani kalle ( parabooli tous)

dz _ 8x _ Q..
5. & §x_ (4.191)

Parabooli maksimaalne ¢us vastab servapunktile ja on

dz gc
— = 1= 4.192
dx . ., 2S (4.192)
Membraani ja x; y tasandiga piiratud keha ruumala
_ 2, _gbc

Kasutades membraananaloogiat ja asendades valemites (4.192) ja
(4.193) suuruseg=Ssuurusega &#, saame

max = CG# ja M, = %béG#: (4.194)
Viimasest omakorda
— 3Mt . _ 3Mt
~ béG jJa  max = e (4.195)

Rakendades membraananaloogiat valemile (4.191) saame leida nih-
kepinged weanatud vardas

yz = 2G#X: (4.196)
Leides sellele pingejaotusele vastavaandemomendi
z c=2
- b
M, =2b yeXdx = o= Bmax; (4.197)
0

naeme, et see on 2 kordasiksem kui valemiga (4.194) maratud
M. Teise poole momendisi; annavad pinged y,, mis on wikesed
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Joonis 4.24:0Ohukeseseinalised avatud ristiked.

verraldes pingetega ,, ja omavad maksimaalset sartust rist eike
luhemal keljel. Kuna aga jeu elg on nende jaoks suur, siis sum-
maarselt annavad nad ikkagi poole aandemomendistM;.

Valemeid (4.194) ja (4.195) @ib kasutada ka miteks joonisel 4.24
kujutatud ehukeseseinaliste avatud ristligete korral. Siin tuleb vaid
vetta b verdseks ristbike keskjoone pikkusega. Tei®swu, ristleige
tuleb metteliselt sirgestada.

Sellist lahenemist saab kasutadaaga erineva kujuga torude ¢ensa-
te varraste) puhul, eeldades, et seina paksuson vaike verreldes
ristleike diameetriga (lergusega, laiusega) ning ristige on avatud.
Sellisel juhul membraani kalle ja ruumala, mille ta marab erineb
vahe ristkelikulise varda vastavatest suurustest. Tuleb rarkida,
et joonisel 4.24 b) kujutatud juhul leiab ristleike nurkades aset
margatav pingete kontsentratsioon.
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4.10.5 Ristk wlikulise ristl eikega varraste v aane

Vaaatleme ristkelikulise ristleikega varrast (lergus 2 ja laius 2a).
Kasutame mebraananaloogiat, st. plaadi ristlike kujulise memb-
raani labipainded peavad rahuldama errandit (4.183):

@z @z q

—+ —= = 4.198

@ @ s (4.199)
ja olema plaaadi servadex = ajay = b verdsed nulliga.

Kuna labipainded on antud juhul aimmeetrilised nii x kui y telje

Joonis 4.25: Risthlikulise ristleike mestmed

suhtes, siis on nii (4.198) kui rajatingimused rahuldatud kui anda
labipainded ette kujul
X n x

z= b, cos— Yq; (4.199)
n=1;3;5;:: Za

kus by; bs;:::on konstandid ja Yi; Ys;::: funktsioonid, mis ®ltu-

vad vaid muutujast y. FunktsioonideY,, maaramiseks wljendatakse
(4.198) parem pool Fourier' reana, st., esitatakse kujul

- 920 % cos%: (4.200)
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Seefirel rahuldadakse rajatingimused jawmmetriatingimused ning

saadakse
|
ny
cosh—2a

nb
coshz

_ 169&
"7 gns3 3h,

( D'z 1 (4.201)

Asendades saadud funktsioonid (4.201albipainde avaldisse (4.199)

saame
!
coshlX n
2 05X (4.202)

,_ leqd X
cosh2 2a

3
n=1;3;5;:::

1 n_1
@( 1) >

Asendades med suuruseq=S suurusega &# saame esitada pin-
gefunktsiooni kujul
!

32G#Ha? R 1 n cosh- n
= 3 _3( 1)Tl nzg cos 2X :
n=1;3;5;:: n COShE a
(4.203)

Pingekomponentide ,, ja ,, maaramiseks tuleb med di erntsee-
rida avaldist (4.203)
I

' 16G#Ha R 1 n cosh®-
@X ? n=1;3;5;:: n2 COShg_a 2&
(4.204)

Kuna jargnevalt oleme huvitatud vaid maksimaalsest nihkepingest,
siis ,, avaldist siin ei esit#. Eeldades, etb > a saame, et maksi-
maalne nihkepinge mjub pikemate kelgedex = a keskpunktides
(see vastab membraanigbipainde maksimaalsele kaldele). Pannes

x=ajay=0jaarvestades, et 1+% + L + :::= -, saame
16G#a * 1
max — 2G#a > Z—hnb: (4205)
n=1;3;5;:: n=Ccosh -

2x ja y telje valik on nagunii meelevaldne ja samuti ®histus a ja b
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Kui b > a, siis koondub (4.205) paremal pool olewepmatu rida
vaga Kiiresti ja nax maaramine kseeritud suhte b=apuhul ei val-
mista raskusi. Naiteks waga kitsa ristleike puhul on suheb=aveaga
suur ja lepmatu rea avaldise (4.205) paremal pooleleib heljata.
Tulemuseks saame

max = 2 G#a; (4.206)

mis on kooslelas alajaotuses 4.10.4 esitatud valemiga (4.196giv
(4.194) (c = 2a). Ruudukujulise ristleike puhula = bja

max = 1; 351G#a: (4.207)
Uldjuhul esitatakse maksimaalne nihkepinge kujul
max = 2 Gk#a; (4.208)
kus kordajak veartus ssltub suhtest b=a(vt. tabel 4.1).

Tabel 4.1: Suhteb=aja konstantide k, k; ja k, vaheline seos (Ti-
maosenko ja Goodieri phjal).

Et leida vaandemomendiM, ja veandenurga# vahelist seost, tuleb
leida integraal (vt. (4.170))
YA a YA b

M =2 ‘dxdy: (4.209)
a b
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On ilmne, et ka see integraal avaldubdpmatu rea kujul. Analoog-
selt nihkepingega, koondub ka see rida> a puhul ning tuues sisse
suhtestb=assltuvadkordajad k; ja k, saame wandemomendiM; ja

vaandenurga# vahelise sltuvuse kujul

M, = k,G#(2a)32b (4.210)
ja maksimaalse nihkepinge ningaandemomendi vahelise seose

M

mex = (a7 (4.211)

Tugevusspetuse kursusest on tuttavad valemid

M
h= max = Wz; W = kahb?; 5= kp g
ja tabel 4.2 koos vastava joonisega, mis on ko@s&s esitatud la-
hendusega.

Tabel 4.2: Suhteh=Db ja konstantide k;, ja k, vaheline seos ning
maksimaalsed nihkepinged (Metsaveere ja Raukasefyjal).
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4.10.6 Valtsmetallist talade v  aane

Joonis 4.26: Kolm erinevat valtsmetallist tala ristbiget: a) |
nurkraud ; b) | karpraud ;c) I-raud .

Vaatleme nn. nurkproilist, karpproilist ja I-proilist talade
vaanet (joonis 4.26). Rakendame alajaotuses 4.10.4 saadud tule-
musi kitsa ristkelikulise tala jaoks, st. valemeid
_ 3M, . _ 3M¢.
"Tbec 12 mT e

kus b tahistab ristkeliku kergust ja c laiust.

(4.212)

Nurkproili puhul tuleb valemis (4.212) vetta b = 2a c
Karpproili ja I-proili puhul tuleb ristl eige lahutada kolmeks
ristkelikuks ning eeldada, et vaadeldava ristlike vesndejikus
verdub ristkelikute vesndejikuste summaga, st. (4.212) tuleb
suurus bé asendada suurusegd G + 2b,c3. Seega antud juhul
vaandenurk

3M,
#= : 4.213
(0t + 25,9 @219
Ristleike servas mjuvate maksimaalsete nihkepingete emramiseks
(hindamiseks) kasutatakse valemit (4.194) st. valemit = c#G.

Seega niteks I-tala vees mejuva nihkepinge hindamiseks saab ka-
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sutada valemit
3M:c,

max = W: (4.214)

Joonis 4.27: Pingete kontsentratsioon nurkpro ili korral.

Vaadeldavate ristbigete nurkades ilmneb oluline pingete kont-
sentratsioon. Vaatleme mitena nurkpro ili seinapaksusegac (joo-
nis 4.27). Tahistame umardatud sisenurga raadiuse. Kasutades
membraananaloogiat saame nurgasejuva maksimaalse nihkepin-
ge jaoks hinnangu

max = 1 = (4.215)

kus ; tahistab seinas mjuvat nihkepinget. Naiteksa = 0; 5¢ puhul

Joonis (4.28) esitab pingete kontsentratsiooni iseloomustava suh
te max= 1 SBltuvana keverusraadiuse ja seina paksuse suhtestc
Siin vastavad alumised kverad nurkpro ilile. K ever A on saadud
numbriliselt kasutades bplike vahede meetodit ja esitabapsemaid
tulemusi kui kever B, mis vastab valemile (4.215). Samal ajal on
selge, eta=c < 0;3 korral annab valem (4.215) épse tulemuse.
Ulemised kaks leverat iseloomustavad pingete kontsentratsiooni I-
ja T-pro ilides kahe erineva seina ja we paksuste suhtec=sjaoks.

3Meenutame, et valemid kitsa ristkelikulise ristl eike jaoks saadi eeldusel, et
membraan oli kitsamast otsast lahti, jarelikult = const piki pikemat k elge.
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Joonis 4.28: Suhe .= 1 Seltuvana suhtesta=c

Viimased tulemused on saadud eksperimentidest, kus pingefunkt-
siooni' analoogiks on elektriline potentsiaaV konstantse vooluti-
hedusei puhul. Vastav verrand omab kuju

r2v= i (4.216)

kus on plaadi takistus (konstantne). Katse leigus hoitakse plaadi
servas konstantset potentsiaali. Sellisel juhul on meigllegi taielik
analoogia wrranditega (4.167) ja rajatingimustega (4.168). Raken-
dades viimati kasitletud analoogiat nurkpro ilile, saadakse joonise
4.28 lever A.
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