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Eess~ona

K•aesolev loengukonspekt p~ohineb autori poolt alates 1999. aastast
Tallinna Tehnika•ulikoolis tehnilise f•u•usika eriala •uli~opilastele pee-
tud elastsusteooria loengutel. Antud kursus, kus leiavad k•asitlemist
nii lineaarsed kui mittelineaarsed probleemid, kujutab endast j•atku
minu poolt loetavale pideva keskkonna mehaanika kursusele. See-
ga eeldan kuulajatelt pideva keskkonna mehaanika mittelineaarse
k•asitluse elementaarset tundmist. Loengukonspekti esimese varian-
dina tuleb vaadelda autori poolt k•asitsi kirjutatud ja 1999{2000.
aastani loengutel kasutatud kilesid, millest•uli~opilased said endale
koopiad.

Kuna tegu on ~oppevahendiga, mis valmis 2001/2002~o/a kevadse-
mestril ja j~oudis seda ainet~oppivate tudengiteni j•ark j•argult, siis
on kirjanduse loetelu esitatud sissejuhatava peat•uki viimase pa-
ragrahvina (mitte aga vahetult enne sisukorda nagu on kombeks
�kseeritud sisuga ja kirjastatud ~oppevahendite puhul).

M •arkused:

1. Loengukonspekt (pidevalt uuenevana) on v•aljas internetis mi-
nu kodulehek•uljel http://cens.ioc.ee/~salupere .

2. Loengukonspekt pole m~oeldud kasutamiseks iseseisva~opiku-
na.
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3. Teksti paremas servas olevad m•argid (
p

; � ; ? jne.) t•ahistavad
kohti, kus loengus esitatakse olulisi selgitavaid m•arkusi.

4. Loengukonspekt v~oib sisaldada tr•ukivigu.

Andrus Salupere
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Peat •ukk 1

Sissejuhatus

Katsed on n•aidanud, v•alism~ojude (pindkoormused, massj~oud, soo-
jendamine, jahutamine) toimel v~oivad tahked kehad deformeeruda.
Kui deformatsioonid ei •uleta teatud piiri, siis v•alism~ojude k~orval-
damisel keha taastab oma esialgse kuju. Sellist tahke keha oma-
dust nimetatakseelastsuseks. Elastsusteooria uurib elastsete ke-
hade deformatsioone ja liikumist. S~oltuvalt v •alism~ojude k~orvalda-
mise kiirusest v~oivad siin kaasneda teatud v~onkumised. Kui defor-
matsioonid aga•uletavad teatava piiri, siis keha algne kuju ei taastu
t•aielikult | osa deformatsioone s•ailib. Neid j•a•avaid deformatsioone
nimetatakseplastseteks deformatsioonideks.

Elastsusteooriap•u•uab m•a•arata ja hinnata

� geomeetrilisi suurusi, mis iseloomustavad keha
deformatsiooni;

� pingeid (sisej~oude), mis ilmnevad deformatsiooniprotsessis.

Selleks rakendatakse matemaatilise f•u•usika meetodeid.
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Elastsusteooria p~ohineb pideva keskkonna mehaanikal1. Seega on
vaja sisse tuua v~oi m•a•arata:

� Pideva keskkonna m~oiste.

� Pideva keskkonna tihedus.

� Geomeetrilised suurused, mis kirjeldavad keha
deformatsioone.

� Sisej~oud ja nende seos v•alism~ojudega.

� Sisej~oudude ja deformatsioonide vahelised seosed
(olekuv~orrandid).

Viimased m•a•aratakse eksperimentidest | seega on tegu fenomeno-
loogilise teooriaga.

1.1 Kirjandus

1. A.C. Eringen. Nonlinear Theory of Continious Media.
McCraw-Hill Book Company, New-York et al., 1962.

2. M.N.L. Narasimhan. Principlec of Continuum Mechanics.
John Wiley & Sons, Inc., New-York et al., 1993.

3. A.C. Eringen. Mechanics of Continua.John Wiley & Sons,
inc., New-York et al., 1967.

4. Y.C. Fung.Foundation of Solid Mechanics.Prentice-Hall Inc.,
Englewood Cli�s, New Jersey, 1965.

1Pideva keskkonna mehaanika uurib tahkiste (deformeeruvate tahkete ke-
hade), gaaside ja vedelike liikumist v•alism~ojude toimel.
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5. Y. Ba�sar, D. Weichert. Nonlinear Continuum Mechanics of
Solids: Fundamental Mathematical and Physical Concepts.
Springer, Berlin et al., 2000.

6. A.J.M. Spencer. Continuum Mechanics. Series: Longman
mathematical texts. Longman Scienti�c & Thechnical, Har-
low, 1988.

7. J. Salen�con. Handbook of Continuum Mechanics: General
Concepts, Thermoelasticity. Springer, Berlin et al., 2001.

8. U. Nigul, J. Engelbrecht. Nelinein~oje i linein~oje perehodn~oje
volnov~oje protsess~o deformatsii termouprugih i uprugih tel
/ Mittelineaarsed ja lineaarsed deformatsioonilainete leviku
•uleminekuprotsessid termoelastsetes ja elastsetes kehades/.
Tallinn, 1972 (vene keeles).

9. W. Nowacki. Teoria uprugosti /Elastsusteooria/. Mir, Mosk-
va, 1975 (vene keeles).

10. S. Timo�senko, J.N. Goodier. Teoria uprugosti /Elastsusteoo-
ria/. Nauka, Moskva, 1975 (vene keeles).
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1.2 •Ulevaade pideva keskkonna
mehaanika p ~ohim ~oistetest,
-h •upoteesidest ja -v ~orrandeist.

?

1.2.1 P ~ohieeldused ja -h •upoteesid

Pidevush •upotees

K~oik kehad koosnevad osakestest, kuid meid huvitavas mahus (ruu-
malas) on neid palju. Seet~ottu eeldame, et uuritavadvedelikud, gaa-
sid ja tahked kehad on sellised keskkonnad, mis t•aidavad vaadeldava
ruumi pidevalt. See h•upotees v~oimaldab nende keskkondade mate-
maatilisel kirjeldamisel kasutada pidevaid funktsioone. �

Ruumi meetrilisus

Eeldame, etkahe pidevas ruumis asuva punkti vaheline kaugus on
alati •uheselt m•a•aratav. Eksperimendid on n•aidanud, et reaalseid
f•u•usikalisi ruume v~oib mitte v•aga suurte mastaapide puhul lugeda
eukleidilisteks ruumideks. Meie vaatleme edaspidi eranditult euk-

p

leidilisi ruume. Mehaanikat, mis baseerub eukleidilisel ruumil, ni-
metatakse Newtoni mehaanikaks.

Aja absoluutsus

Eeldame et eksisteerib absoluutne aeg, mis kulgeb k~oigis
tausts•usteemides•uhesuguselt2.

2Newton: \Absoluutsel ajal pole mitte midagi •uhist mitte millegagi
v•aljaspool teda ning ta kulgeb •uhtlaselt." Praktikas l •ahtutakse aja m~o~otmisel
siiski mingist konkreetsest f•u•usikalisest n•ahtusest.
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Koordinaadid

Euleri koordinaadid ehk ruumilised koordinaadid (EK).
x1; x2; x3 on ajas muutumatud. Nende suhtes kirjeldatakse kesk-

p

konna materiaalsete osakeste liikumist.

Lagrange'i koordinaadid ehk materiaalsed koordinaadid
(LK). Fikseerime ajahetkelt = t0 keskkonna materiaalsete punk-
tide asendi ja seome nendega k~overjoonelise koordinaats•usteemi
X 1; X 2; X 3. Kui n •u•ud ajahetkel t > t 0 keskkond liigub ja
muudab kuju, siis liigub ja muudab kuju ka koordinaats•usteem
X 1; X 2; X 3. Sellist koordinaats•usteemi nimetatakse Lagrange'i
koordinaats•usteemiks ehk materiaalseks koordinaats•usteemiksning
vastavaid punkti koordinaateX 1; X 2; X 3| Lagrange'i koordinaati-
deks ehk materiaalseteks koordinaatideks.

K ~overjooneliste koordinaatide avaldamine Descartes'i rist-
koordinaatide (DRK) kaudu Nii EK kui LK tuuakse sisse l•abi
DRK:

zk = zk(x1; x2; x3); k = 1; 2; 3; (1.1)

Z K = Z K (X 1; X 2; X 3); K = 1; 2; 3: (1.2)

Seega eeldatakse, et nii EDRK kui LDRK s~oltuvad kolmest Euk-
leidilise ruumi E 3 muutujast (vastavalt x1; x2; x3 ja X 1; X 2; X 3).
Funktsioonidezk ja Z K puhul eeldatakse kuuluvust klassiCr ; r � 1
ning on de�neeritust mingis ruumi E 3 piirkonnas.

Vastavad p•o•ordteisendused:

xk = xk(z1; z2; z3); k = 1; 2; 3; (1.3)

X K = X K (Z 1; Z 2; Z 3); K = 1; 2; 3: (1.4)

Teoreem ilmutamata funktsioonist:koordinaatteisendus (1.1) omab
ruumipunkti p •umbruses� •uhest p•o•ordteisendust (1.3) siis ja ainult



1.2.1. P~ohieeldused ja -h•upoteesid 8

siis kui eksisteerivad osatuletised@zk=@xk ja jakobiaan

JE =

�
�
�
�
@zk

@xl

�
�
�
� 6= 0;

�
�xk � xk

0

�
� > �: (1.5)

Siin xk
0; k = 1; 2; 3, on ruumipunkti p koordinaadid.

Analoogsed tingimused peavad olema t•aidetud ka LK ja LDRK pu-
hul: koordinaatteisendus (1.2) omab materiaalse punktiP •umbruses
� •uhest p•o•ordteisendust (1.4) siis ja ainult siis kui eksisteerivad osa-
tuletised @ZK =@XK ja jakobiaan

JL =

�
�
�
�
@ZK

@XL

�
�
�
� 6= 0;

�
�X K � X K

0

�
� > �; (1.6)

Siin X K
0 ; K = 1; 2; 3, on ruumipunkti P koordinaadid.

� Koordinaatk~overad

� Koordinaatpinnad

Edaspidises eeldame, et

� k~overjoonelised koordinaats•usteemid on sisse toodud Descar-
tes'i ristkoordinaatide kaudu (EK kujul (1.1) ja LK kujul
(1.2)) selliselt, et jakobiaanid (1.5) ja (1.6) pole samaselt nul-
lid ruumis E 3 v~oi v•ahemalt mingis meid huvitavas ruumiE 3

piirkonnas (v.a. m~oned singulaarsed punktid, jooned v~oi pin-
nad);

� •uldjuhul on pikkuse m~o~otmiseks piki telgi zk ja Z K valitud
•uhtne mastaap. p
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1.2.2 Skalaar, vektor, tensor

Skalaar

Vaatleme koordinaats•usteeme� i ja � i . Funktsiooni ' (� 1; � 2; � 3) �
' (� ) nimetatakse (absoluutseks)skalaarikskui ta ei muuda koor-
dinaatteisendusega� k = � k(� 1; � 2; � 3) � � k(� ); k = 1; 2; 3 oma
algv•a•artust, st.,

' (� 1(� ); � 2(� ); � 3(� )) �  (� ) = ' (� ): (1.7)

Seega ei s~oltu skalaari v•a•artus antud punktis koordinaatide valikust.

N •aide: Temperatuur on absoluutne skalaar.

Kontravariantne vektor

Suurusi ' k(� ) nimetatakse vektori kontravariantseteks komponen-
tideks ehk lihtsalt kontravariantseteks vektorikskui koordinaattei-
senduse� = � (� ) puhul muutub ta vastavalt seadusele

' k(� (� )) �  k(� ) = ' m (� )
@�k

@�m
; k = 1; 2; 3: (1.8)

Suurusi  k(� ) tuleb siin m~oista kui suuruste ' k(� ) komponente
koordinaats•usteemis� i ; i = 1; 2; 3.

N •aide: Diferentsiaal on kontravariantne vektor, sest v~ottes
' k = d� k , saame

 k = d� k =
@�k

@�m
d� m � ' m @�k

@�m
:
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Kovariantne vektor

Suurusi ' k(� ) nimetatakse vektori kovariantseteks komponentideks
ehk l•uhidalt kovariantseks vektorikskui nad koordinaatide teisen-
duse� = � (� ) puhul teisenevad vastavlt seadusele

' k(� (� )) �  k(� ) = ' m (� )
@�m

@�k
; k = 1; 2; 3: (1.9)

N •aide: Osatuletis absoluutsest skalaarist on kovariantne vektor,
sest t•ahistades

' m =
@�
@�m

kus � on absoluutne skalaar, saame

' k(� (� )) �  k(� ) �
@�
@�k

=
@�
@�m

@�m

@�k
= ' m (� )

@�m

@�k
; k = 1; 2; 3:

Kontravariantne, kovariantne ja segatensor

Suurusi � kl (� ), � kl (� ) ja � k
l (� ) nimetatakse vastavalt kontra-

variantseteks-, kovariantseks- ja segatensoriks kui nad koordinaat-
teisenduse� = � (� ) puhul teisenevad seaduste

� kl (� (� )) � 	 kl (� ) = � mn (� )
@�k

@�m
@�l

@�n
; k; l = 1; 2; 3; (1.10)

� kl (� (� )) � 	 kl (� ) = � mn (� )
@�m

@�k
@�n

@�l
; k; l = 1; 2; 3; (1.11)

ja

� k
l (� (� )) � 	 k

l (� ) = � m
n (� )

@�k

@�m
@�n

@�l
; k; l = 1; 2; 3 (1.12)

j•argi.
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1.2.3 Baasivektorid ja meetrilised tensorid

EDRK zk ja LDRK Z K | ortonormeeritud baasid ik ja I K

EK xk ja LK X K jaoks de�neeritaksekovariantsed baasivektoridgk

ja GK l•abi punktide p ja P kohavektorite kujul

gk =
@p
@xk

=
@zm

@xk
im (1.13)

ja

GK =
@P

@XK
=

@ZM

@XK
I M : (1.14)

Kroneckeri delta

� KL
def= I K � I L =

�
1; K = L
0; K 6= L

(1.15)

Kovariantne meetriline tensor

GKL = GLK
def= GK � GL ; gkl = glk

def= gk � gl (1.16)

Kontravariantne baas | gk ja GK de�neeritakse l•abi ortonor-
maalsustingimuste

GK � GL = � K
L ja gk � gl = � k

l (1.17)

kust
GK = GKL GL ja gk = gkl gl : (1.18)

Kontravariantne meetriline tensor |

GKL =
cofactorGKL

G
ja gkl =

cofactorgkl

g
; (1.19)
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kus
G = jGKL j ja g = jgkl j (1.20)

on determinandid.

GLM GMK = � L
K ; gkl glm = � k

m jne: (1.21)

v = vkgk = vkgk (1.22)

vk = gkl vl ja vk = gkl vl (1.23)

ckl = glm ck
m ; ck

l = gkm cml jne: jne: (1.24)

1.2.4 Liikumise kirjeldamine

Liikumisseaduseks nimetatakse •uheparameetrilist koordinaati-
de teisendust

xk = xk(X 1; X 2; X 3; t) (1.25)

v~oi
X K = X K (x1; x2; x3; t); (1.26)

mis siirdab materiaalse punktiX 1; X 2; X 3 ruumipunkti x1; x2; x3.

� Koordinaatteisendused (1.25) ja (1.26) on teineteise
p•o•ordteisendused.

� •Uhesus:9@xk=@XK ja

j =

�
�
�
�

@xk

@XL

�
�
�
� 6= 0 (1.27)

ruumipunkti p •umbruses
�
�xk � xk

0

�
� > � .

� (1.25) | Lagrange'i kirjeldus. ?

� (1.26) | Euleri kirjeldus.
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1.2.5 Deformatsioon ja siire

Siire

Materiaalse punkti P asukoha muut ajavahemikus �t on m•a•aratud
siirdevektoriga u.

Joonis 1.1: Deformatsioon

Elementaarpikkuse ruut (kohavektori muudu ruut)
(

dS2 = dP � dP = GKL dX K dX L = � KL dZK dZL ;

ds2 = dp � dp = gkl dxkdxl = � kl dzkdzl :
(1.28)

Deformatsioon (deformatsiooni m~o~ot)

ds2 � dS2 (1.29)
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Deformatsioonigradiendid

xk
;K =

@xk(X 1; X 2; X 3; t)
@XK

ja X K
;k =

@XK (x1; x2; x3; t)
@xk

; (1.30)

Deformatsioonitensorid
y

Cauchy deformatsioonitensor

ckl
def= ck � cl = GKL X K

;kX L
;l (1.31)

Greeni deformatsioonitensor

CKL
def= CK � CL = gkl xk

;K x l
;L (1.32)

z

Fingeri deformatsioonitensor

� 1
c kl def= ck � cl = GKL xk

;K x l
;L (1.33)

Piola deformatsioonitensor

� 1
C KL def= CK � CL = gkl X K

;kX L
;l (1.34)

Nende puhulckm
� 1
c ml = � k

l ja CKM

� 1
C ML = � K

L . �

Lagrange'i deformatsioonitensor

2EKL = 2ELK = CKL � GKL (1.35)
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Euleri deformatsioonitensor

2ekl = 2elk = gkl � ckl (1.36)

Kuna
(

dS2 = dP � dP = GKL dX K dX L = ckl dxkdxl ;

ds2 = dp � dp = gkl dxkdxl = CKL dX K dX L

siis n•u•ud

ds2 � dS2 = 2EKL dX K dX L = 2ekl dxkdxl ; (1.37)

Seosed:
EKL = ekl xk

;K x l
;L ja ekl = EKL X K

;kX L
;l (1.38)

Kovariantsed osatuletised

Christo�eli teist liiki s •umbolid
�

M
KL

�
def=

@2Z N

@XK @XL

@XM

@ZN
ja

�
m
kl

�
def=

@2zn

@xk@xl
@xm

@zn
: (1.39)

Christo�eli esimest liiki s •umbolid on de�neeritavad kahel moel.
i) L •abi Christo�eli teist liiki s •umbolite

8
>><

>>:

[KL; M ] def= GMN

�
N

KL

�
;

�
M
KL

�
= GMN [KL; N ];

[kl; m] def= gmn

�
n
kl

�
;

�
m
kl

�
= gmn [kl; n]:

(1.40)

ii) kujul
8
>><

>>:

[KL; M ] def=
1
2

�
@GKM

@XL
+

@GLM

@XK
�

@GKL

@XM

�
;

[kl; m] def=
1
2

�
@gkm

@xl
+

@glm
@xk

�
@gkl

@xm

�
:

(1.41)
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NB! Christo�eli s •umbolid pole tensorid!

Osatuletused vektoreistU v~oi u avalduvad kujul
8
><

>:

@
@XK

(UL GL ) = UM
;K GM ;

@
@xk

(ulgl ) = um
;kgm ;

v~oi

8
><

>:

@
@XK

(UL GL ) = UM ;K GM ;

@
@xk

(ulgl ) = um;kgm :

(1.42)
Siin 8

>><

>>:

UM
;K

def=
@UM

@XK
+

�
M
KL

�
UL ;

um
;k

def=
@um

@xk
+

�
m
kl

�
ul

(1.43)

on kontravariantsete vektorite kovariantsed osatuletised (meetriliste
tensorite GKL ja gkl j•argi) ning

8
>><

>>:

UM ;K
def=

@UM
@XK

�
�

L
MK

�
UL ;

um;k
def=

@um
@xk

�
�

l
mk

�
ul

(1.44)

on kovariantsete vektorite kovariantsed osatuletised (meetriliste ten-
sorite GKL ja gkl j•argi).

SuurusedUM
;K ja um

;k on segatensorid ningUM ;K ja um;k kova-
riantsed tensorid.

Meetriliste tensoritega saab teostada•uleminekuid (1.43)! (1.44)
ja vastupidi:

(
UL

;K = GLM UM ;K UL ;K = GLM UM
;K

ul
;k = glm um;k ul ;k = glm um

;k

Kovariantse osatuletise geomeetriline interpretatsioon
Kovariantse osatuletise avaldised (1.43) ja (1.44) koosnevad kahest
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osast. Neist esimene iseloomustab vektoriu muutumist kui muutub
koordinaat X K (v~oi xk) ning teine u muutumist kui seosesX K (v~oi
xk) muutumisega muutub baasGM (v~oi gm ).

Sirgjooneliste koordinaatidepuhul on Christo�eli s •umbolid sama-
selt nullid ja seega kovariantne osatuletis on v~ordne \hariliku"
osatuletisega. ?

Deformatsioonitensorite ja siirete vahelised seosed
(

CKL = GKL + UK ;L + UL ;K + UN ;K UN
;L ;

ckl = gkl � uk;l � ul ;k + un;kun
;l :

(1.45)

(
2EKL = 2ELK = CKL � GKL = UK ;L + UL ;K + UM ;K UM

;L ;

2ekl = 2elk = gkl � ckl = uk;l + ul ;k � um;kum
;l :

(1.46)
Need v~orrandid on PKM •uhed p~ohiv~orrandid, mis seovad omava-
hel Lagrange'i ja Euleri deformatsioonitensorid ning materiaalsete
punktide siirdedu.

Suurusiul ;k ; um
;l jne. nimetatakse tihti siirdegradientideks. Sirgjoo-

neliste koordinaatide puhulUM ;K � UM;K jne. DRK puhul lisaks
eelnevaleUM

;L � UM;K jne. ning v~orrandid (1.46) saavad kuju
(

2EKL = 2ELK = CKL � GKL = UL;K + UK;L + UM;K UM;L ;

2ekl = 2elk = gkl � ckl = ul;k + uk;l � um;k um;l :
(1.47)

y
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Pikenemine ja nihe (nurga muutus)

Vaatleme k~overjoonelist r•o•optahukat3 (Joon. 1.2). Tema \servavek-
torid" hetkel t = t0 on GK dX K ja need deformeeruvad servavekto-
riteks CK dX K .

Joonis 1.2: K~overjoonelise r•o•optahuka deformatsioon

De�neerime vektorite dX ja dx sihilised •uhikvektorid

N =
dX
dS

ja n =
dx
ds

; (1.48)

mille komponendid

N K =
dX K

dS
ja nk =

dxk

ds
(1.49)

kujutavad endast •uhikvektorite N ja n suunakoosinusi.

Pikenemiskoe�tsendid 4

3I.k. curvlinear parallelepiped
4I.k. stretch
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� (N ) = � (n ) =
ds
dS

=
p

CKL N K N L =
1

p
ckl nknl

(1.50)

F•u•usikaliselt on suurused �(N ) ja � (n ) samad | esimene on vaid
esitatud LK-s, teine EK-s.

Suhteline pikenemine (suunas N) 5

E(N ) = e(n ) =
ds � dS

dS
= � (N ) � 1 � � (n ) � 1: (1.51)

LDRK ja EDRK ?

CK K = � 2
(K ) ; 2EK K = � 2

(K ) � 1 =
�
1 + E(K )

� 2
� 1

ck k = � � 2
(k) ; 2ek k = 1 � � � 2

(k) = 1 �
�
1 + e(k)

� � 2
:

(1.52)

Kui EK K � 1 v~oi ek k � 1, siis arendades avaldised (1.52)2 ja
(1.52)4 Maclaurin'i ritta ning s •ailitades vaid k~oige madalamat j•arku �
liikmed, saame

EK K � E(K ) ja ek k � e(k) (1.53)

5I.k. extension
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Vaatleme kahte l~opmata v•aikest vektorit dX 1 ja dX 2, mille vaheline
nurk on � � � (N 1 ;N 2 ) ja mis deformeeruvad vektoriteksdx1 ja dx2,
mille vaheline nurk on# � #(n 1 ;n 2 ) . �

Joonis 1.3: Nurga muutus

•Uhikvektorid
p

N � =
dX �

jdX � j
ja n � =

dx �

jdx � j
� = 1; 2 (1.54)

ning nurkade koosinused

cos � =
dX 1 � dX 2

jdX 1j jdX 2j
=

GKL dX K
1 dX L

2

jdX 1j jdX 2j
= GKL N K

1 N L
2 (1.55)

ja

cos# =
dx1 � dx2

jdx1j jdx2j
=

CKL N K
1 N L

2

� (N 1 ) � (N 2 )

t •ahistame= H: (1.56)

Nihe ehk nihkedeformatsioon ehk nihkenurkvektoritega N 1 ja N 2

m•a•aratud pinnal on de�neeritud kui algse nurga � muut |

� (N 1 ;N 2 ) =  (n 1 ;n 2 ) = � (N 1 ;N 2 ) � #(n 1 ;n 2 ) : (1.57)

?

sin � = sin(� � #) = H sin � �
p

1 � H 2 cos � (1.58)

Kui N 1 ? N 2, siis sin � = H .
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LDRK

2EKL =
�
1 + E(K )

� �
1 + E(L )

�
sin � K L ; K 6= L: (1.59)

Kui nii
�
�E(K )

�
� � 1,

�
�E(L )

�
� � 1 kui

�
�sin � (KL )

�
� � 1 siis saame

2EKL � sin � (KL ) ; K 6= L: (1.60)

Kui lisaks � (KL ) ! 0, siis

2EKL � � (KL ) ; K 6= L: (1.61)

Kui xk on EDRK, e(k) � 1, e(l ) � 1 ja  (kl ) ! 0, siis

2ekl �  (kl ) ; k 6= l: (1.62)

Deformatsioonitensori peasuunad

Tuleb lahendada v~orrandis•usteem
�
CK

L � C� K
L
�

N L = 0: (1.63)

Viimasel eksisteerib mittetriviaalne lahend juhul kui temakarakte-
ristlik determinant on null, st.,

�
�CK

L � C� K
L

�
� = 0: (1.64)

Selle determinandi arendamise tulemusena saadaksekarakteristlik
v~orrand (mis kujutab endast kuupv~orrandit)

� C3 + I CC2 � II CC + III C = 0 (1.65)

tundmatu C m•a•aramiseks.

Karakteristlik v ~orrand (1.65) omab kolme juurt C� , � = 1; 2; 3,
p

mida nimetatakse omav•a•artusteks ehk peav•a•artusteks6. V~orran-
dis•usteemi (1.63) abil saame n•u•ud igale peav•a•artusele C� seada
vastavusseomavektoriehk peavektoriN � , mis m•a•arab peasuuna.
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Saab t~oestada, et peav•a•artused on reaalsed ning neile vastavad pea-
suunad on omavahel risti ja eksisteerivad alati. �

Kui koordinaadid on valitud peasuundades (st., baasivektorite siht
•uhtib peavektortite sihtidega igas materiaalses punktis), siis ?

N L
� = � � � L

� (1.66)

ja avaldiste (1.63) p~ohjal

CK
� = C� � K

� ; (1.67)

st., C1
1 = C1; C2

2 = C2; C3
3 = C3 ja CK

� = 0; kui K 6= � .
Kokkuv~ottes v~oib •oelda, et peav•a•artused v~orduvad deformatsioo-
nitensori normaalkomponentidega peatelgedes (peadeformatsiooni-
dega). Nihkedeformatsioonid selliste telgede (koordinaatide) puhul
puuduvad.

Deformatsioonitensori invariandid |
8
><

>:

IC = C1 + C2 + C3;

II C = C2C3 + C1C3 + C1C2;

III C = C1C2C3:

(1.68)

Pikenemiskoe�tsendid peasuundades

� � � � � =
p

C� =
1

p
c�

(1.69)

6I.k. eigenvalues or principal values or proper numbers
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1.2.6 Kiirus ja kiirendus

Materiaalne tuletis vektorist

Materiaalseks tuletiseks vektorist (aja j•argi) nimetatakse operat-
siooni

_f def=
df
dt

�
�
�
�
X = const

(1.70)

LK:
_f (X ; t) �

@f (X ; t)
@t

(1.71)

EK: 8
><

>:

_f (x; t) =
@
@t

�
f kgk

�
+

@
@xl

(f kgk) _x l ;

_f (x; t) =
@
@t

�
f kgk

�
+

@
@xl

(f kgk) _x l :
(1.72)

Esimest liiget nimetatakse siinlokaalseks tuletiseks(m~onikord ka
tuletiseks aja j•argi), teist liiget aga konvektiivseks tuletiseks. Lokaal-
ne tuletis iseloomustab muutusi, mis toimuvad vaadeldavas ruumi-
punktis ning konvektiivne tuletis muutusi, mis on p~ohjustatud ma-
teriaalse punkti liikumisest (vaadeldava ruumipunkti •umbruses).

De�neerime materiaalse tuletise vektori komponentidest

Df k

Dt
def=

@fk

@t
+ f k

;l _x l ja
Df k

Dt
def=

@fk
@t

+ f k;l _x l : (1.73)

Vektori jaoks seega

_f (x; t) =
Df k

Dt
gk =

Df k

Dt
gk : (1.74)
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Materiaalne tuletis skalaarist. Vaatleme skalaarfunktsiooni
� = �( x; t). Materiaalne tuletis skalaariston de�neeritud kujul y

_� =
D�
Dt

=
@�
@t

+
@�
@xl

_x l : (1.75)

N •aide: T•ahistagu skalaar � materiaalse punkti temperatuuri. Tem-
peratuuri muutumisel v~oib olla kaks p~ohjust: 1) antud ruumipunkti
temperatuur muutub ja 2) liikudes satub materiaalne punkt teise
ruumipunkti, kus on erinev temperatuur (v~orreldes ruumipunktiga,
kus ta oli). Viimast n•ahtust nimetatakse f•u•usikas konvektsiooniks.

Materiaalse punkti kiirus

Joonise 1.1 (lk. 13) p~ohjal punkti kohavektor

p = b + P + u: (1.76)

Kuna b ja P ei s~oltu ajast, siis

v = _p = _u: (1.77)

Kui l •ahtuda materiaalse punkti kohavektorist
p = xk(X 1; X 2; X 3; t)gk , siis tema kiirus

v = vkgk ; kus vk � _xk �
@xk

@t
�

Dx k

Dt
: (1.78)

Kui l •ahtuda siirdevektorist u = UK (X ; t)GK = uk(x; t)gk , siis saa-
me LK ja EK puhul kardinaalselt erinevad kiiruse avaldised.

LK:

v = V K GK ; kus V K =
@UK

@t
(1.79)
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EK:

v = vkgk ; kus vk =
Duk

Dt
�

@uk

@t
+ uk

;l vl
|{z}

_x l

(1.80)

Seega on kiiruse- ja siirdekomponentide vahelised seosed Euleri
koordinaatide puhul ilmutamata kujul.

Materiaalse punkti kiirendus

a = _v: (1.81)

Lagrange'i koordinaatidepuhul

a = AK GK ; AK =
@VK

@t
=

@2UK

@t2
(1.82)

ning Euleri koordinaatide puhul

a = akgk ; ak =
Dvk

Dt
=

@vk

@t
+ vk

;l vl
|{z}

_x l

(1.83)

Seega avalduvad kiirenduse komponendid nii LK-s kui EK-s ilmu-
tatud kujul.

Deformatsioonikiiruse tensorid

Euleri deformatsioonikiiruse tensor

2dkl = vk;l + vl ;k ; (1.84)

Lagrange'i deformatsioonikiiruse tensor

_E KL =
DE KL

Dt
= dkl xk

;K x l
;L : (1.85)
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Keeriselisuse tensor

De�neerime (Cauchy) keeriselisuse tensori7

wkl =
1
2

(vk;l � vl ;k) � v[k;l ]: (1.86)

1.2.7 Mass

Masson positiivne suurus, mis on invariantne liikumise suhtes. Te-
ma dimensioonM ei s~oltu ei pikkuse dimensioonistL ega aja di-
mensioonistT. Kui mass on absoluutselt pidev, siis leidub funkt-
sioon � , mida nimetataksemassi tiheduseks. Sel juhul keha kogu

p

mass
M =

Z

�
�d�: (1.87)

Pideva keskkonna mehaanika I p ~ohiaksioom |
massi j •a•avuse seadus

Globaalne massi j •a•avuse aksioom: keskkonna kogumass on
liikumisel invariantne |

Z

V
� � dV =

Z

�
�d�: (1.88)

Lokaalse massi j •a•avuse aksioomi saame kui rakendame glo-
baalset massi j•a•avuse aksioomi materiaalse punkti l~opmata v•aikeses
•umbruses.

Lagrange'i kirjeldus:

� � = �J = �
p

III C v~oi � = � � J � 1 = � �

p
III c: (1.89)

7I.k. vorticity tensor . Kasutatakse ka terminit p •o•orlemistensor, i.k. vastavalt
spin tensor.
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Siin on arvestatud, et

d� = JdV ja J =

�
�
�
�

@zk

@ZK

�
�
�
� =

p
III C =

1
p

III c
:

Avaldisi (1.89) nimetataksemateriaalseteks pidevusv~orranditeks ja
nad esitatakse Lagrange'i koordinaatides.

Euleri kirjelduse saame kui esitame globaalse massi j•a•avuse ak-
sioomi kujul D

Dt

R
� �d� = 0. Viimase p~ohjal avaldub lokaalne massi

j•a•avuse aksioom kujul

@�
@t

+
�
�v k

�
;k

= 0; (1.90)

mis kujutabki endast ruumilist pidevusv~orrandit ja esitatakse EKs.
Avaldised (1.89) ja (1.90) esitavad•uhe ja sama n•ahtuse kaht erine-
vat kirjeldust | (1.89) on mugavam kasutada tahke keha mehaa-
nikas, (1.90) aga vedelike ja gaaside puhul.

1.2.8 J ~oud

Pideva keskkonna vaatepunktist l•ahtudes v~oib j~oud jagada kolme
kategooriasse:

1. Mahu- ehk massij~oud 8 m~ojuvad keha v~oi keskkonda moodus-
tavatele materiaalsetele punktidele (masspunktidele). N•aiteks
gravitatsiooni j~oud v~oi elektrostaatilised j~oud. Summaarne
j~oud saadakse integreerimisel•ule kogu ruumala � . Siin eel-
datakse, et on teada j~ou tihedus •uhikmassi v~oi •uhikruumala
kohta. �

2. Pinna- ehk kontaktj~oud 9 on p~ohjustatud teiste kehade v~oi
keskkondade m~ojust kokkupuutepinnal. Siin eeldatakse, et on
teada pinna•uhikule m~ojuv j~oud. N•aiteks h•udrostaatilise r~ohu
m~oju vette asetatud keha pinnale.

p

8I.k. body forces(loads)
9I.k. sur�ce or contact forces(loads)
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3. Sisej~oud 10 on p~ohjustatud materiaalsete punktide omavahe-
lisest m~ojust. D•unaamika kursuses n•aidati, et k~oigi sisej~oudu-
de peavektor ja peamoment on v~ordsed nulliga. Punkt-
masside vahelised j~oud (sisej~oud) muutuvad pinnaj~oududeks
kui me isoleerime (m~otteliselt) keskkonna v~oi keha •uhe osa
•ulej•a•anust. See annab pingeh•upoteesi.

Pideva keskkonna mehaanika kursuses kasutasime j•argmisi
t •ahistusi:

f | massij ~oud (j~oud massi•uhiku kohta),

t (n ) | pinnaj ~oud (j~oud pinna•uhiku kohta) punktis,

mille pinnanormaal onn;

F � | punktis p � m~ojuv koondatud j~oud;

m | massimoment (moment massi•uhiku kohta),

m (n ) | pinnamoment (moment pinna •uhiku kohta) punktis,

mille pinnanormaal onn;

M � | punktis p � m~ojuv j~oupaari moment.

Seega, kehale m~ojuva j~ous•usteemi peavektor

F =
Z

M
f dM +

Z

s
t (n )da+

X

�

F � (1.91)

ja peamoment

M o =
Z

M
[m + p � f ] dM +

Z

s

�
m (n ) + p � t (n )

�
da+

+
X

�

p � � F � +
X

�

M � : (1.92)

Koondatud j~oudusid de�neeritakse tihti kui piirjuhte pinna- v~oi
mahuj~oududest. Selline k•asitlus v~oib aga m~onikord p~ohjustada ma-

p

10I.k. mutual or internal forces(loads)
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temaatilisi raskusi ning vajab seet~ottu t •aiendavate tingimuste ka-
sutamist. N•aiteks, et v•altida m•a•aramatusi rakendatakse lokaalseid
teoreeme ja printsiipe vaid punktides, kus ei m~oju koondatud j~oudu-
sid. Globaalsete teoreemide puhul sellist probleemi pole.

1.2.9 Liikumishulk

Keha (mahus� sisalduva massiM ) liikumishulk11 P avaldub kujul

P (x; t) def=
Z

M
v(x; t)dM =

Z

M
vk(x; t)gk(x)dM (1.93)

kusjuures baasivektoridgk(x) saab integraali ette tuua vaid sirg-
jooneliste koordinaatide puhul. Kuna pideva massijaotuse puhul
dM = �d� , siis pole oluline, kas integreeritakse•ule ruumala v~oi
massi. Kui korrutada viimast avaldist skalaarseltGK (X ) siis saa-
me liikumishulga P komponendidPK LK-s |

PK (X ; t) =
Z

M
gK

k(X ; x)vk(x; t)dM : (1.94)

Pideva keskkonna mehaanika II p ~ohiaksioom |
liikumishulga tasakaalu seadus

Liikumishulga globaalse tasakaalu seadus. Liikumishulga
muutumise kiirus v~ordub kehale (keskkonnale) m~ojuvate j~oudude
peavektoriga12 |

_P = F ehk
D
Dt

Z

M
gK

kvkdM = F K (1.95)

11I.k. momentum or linear momentum. Eesti keeles kasutatakse ka terminit
impulss.

12I.k. principle of balance of momentum



1.2.10. Kineetiline moment 30

1.2.10 Kineetiline moment

Keha (mahus� sisalduva massiM ) kineetiline moment13 H o ruu-
mipunkti o suhtes

H o
def=

Z

M
p � vdM =

Z

M
gk � klm plvmdM : (1.96)

Analoogselt eelnevaga saame ka kineetilise momendi komponendid
esitada LK-s

H K
o =

Z

M
gK

k � klm plvmdM : (1.97)

Pideva keskkonna mehaanika III p ~ohiaksioom |
kineetilise momendi tasakaalu seadus

Kineetilise momendi globaalse tasakaalu seadus. Kineetili-
se momendi muutumise kiirus v~ordub kehale (keskkonnale) m~oju-
vate j~oudude peamomendiga14 (m~olemad momendid peavad olema
v~oetud •uhe ja sama ruumipunkti suhtes) |

_H o = M o ehk
D
Dt

Z

M
gK

k � klm plvmdM = M K
o ehk

D
Dt

Z

M
gK

kgL
l (pkvl � plvk)dM = M KL

o :
(1.98)

p

13I.k. moment of momentum or angular momentum. Eesti keeles kasutatakse
ka termineid impulsi moment ja p•o•ordeimpulss.

14I.k. principle of balance of moment of momentum
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1.2.11 Pinge

Pinnal � a m~ojub keskmine j~oud � F ja keskmine moment punktip
suhtesM p. Kui � a ! 0, siis suhe �F =� a ! t (n ) . Kui vaadeldavas
protsessis moment punktip suhtes ei l•ahene nullile, siis saame ka
suurusem (n ) . y

Joonis 1.4: Pingevektor ja momentpinge

Vaatleme v•aikest ruumipiirkonda � , mis on •umbritsetud pinnagas
ja mis asub t•aielikult kehas mahugaV ja pinnaga S (joonis 1.4).
Punktis p, mis asub pinnals on v•alisnormaaln ning m~ojuvad j~oud
t (n ) ja moment m (n ) pinna•uhiku kohta. M~olemad nad on p~ohjusta-
tud mahtude � ja V � � koosm~ojust pinnal s. Suurust t (n ) nimeta-
takse pingevektoriksja suurust m (n )pingemomendiks ehk momen-
di pingeks15. Nad iseloomustavad vaadeldava mahu� v•alispinnal s
m~ojuvat v•aliskoormust, mis ei s~oltu ainult vaadeldava punkti koha-
vektorist p vaid ka pinnanormaalistn.

Cauchy pingeh •upotees. Vaatleme v•aikest tetraeedrit (joonis
1.5), mille tipp p asub vaadeldava piirkonna � sees ja mil-
le kolm tahku on koordinaatpinnad ning neljas asub pinnals.
Koordinaatpinnal x i = const: m~ojuva keskmise pinge t•ahistame
� t �

i . Kasutame vaadeldava tetraeedri jaoks liikumishulga tasakaalu
p

15I.k. couple stress
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Joonis 1.5: Tetraeeder

seadust (integreerimisel on rakendatud keskv•a•artusteoreeme) |

d
dt

(� v � � � ) = t �
(n ) � a � t �

k � ak + � f � � �: (1.99)

Siin � � on tetraeedri ruumala, � a ja � ak { tetraeedri tahkude
pindalad, v � { tetraeedri punktide keskmine kiirus ningf � { kesk-
mine mahuj~oud.

Jagame n•u•ud viimase avaldise �a ja laseme � a ! 0 nii, et punkt p
l•aheneb pinnales mahu � seest. Kuna � �= � a ! 0, siis piiril saame

t (n ) = t k
dak

da
= t knk = t knk ; (1.100)

sest teatavasti elementaarpindda = nda = dakgk ja dak = nkda.
Kokkuv~ottes oleme seega t~oestanudteoreemi | pingevektor pin-
napunktis p on lineaarfunktsioon •uhikulisest pinnanormaalist n.
Selle lineaarfunktsiooni kordajateks on pingevektorid, mis m~ojuvad
vaadeldavat punkti l•abivatel koordinaattasanditel.

Pingevektorid t k ei s~oltu pinnanormaalist n. Eeldades, ett (n ) on
pidev funktsioon normaalist n ja v~ottes valemis (1.100)n = � n
saame

t (� n ) = � t (n ) ; (1.101)
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st., punktis p m~ojuvad sama pinna vastask•ulgedel v~ordvastupidised
pingevektorid.

1.2.12 Pingetensor

Pingetensori komponent (pingekomponent)tkl on koordinaatpinnal
xk = const m~ojuva pingevektori t k l -is komponent, st.,

t k = tkl gl (1.102)

Seega n•aitab esimene indeks koordinaatpinda, millel pingevektor
t k m~ojub ja teine indeks vaadeldava komponendi m~ojumise suun-
da. Pingekomponentide positiivsed suunad on n•aidatud joonisel 1.6.

Joonis 1.6: Pingetensor

Pingetensori normaalkomponentek = l nimetataksenormaalpinge-
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teks16 ja segakomponentek 6= l nihkepingeteks17.

Pingevektori t (n ) saab n•u•ud avaldada kujul

t (n ) = t knk (1.102)
= tkl nkgl ; (1.103)

kust
t (n )l = tkl nk : (1.104)

Seega oleme t~oestanudteoreemi | punkti p l•abival suvalisel pinnal
(normaaliga n) m~ojuv pingevektort (n ) avaldub lineaarfunktsioonina
vaadeldava punkti pingetensoristtkl .

M •arkus: Kui vaadeldavat pingetensorit tkl on vaja eristada
teistest pingetensoreist, siis nimetatakse tedaCauchy pingetenso-
riks.

Meetriliste tensoritega indekseid t~ostes saame moodustada kontra-
variantseid ja segatensoreid, n•aiteks

gkm gln tmn = gln tk
n = tkl :

Seega, lisaks valemeile (1.102) ja (1.103), on pingevektorite avalda-
miseks mitmeid v~oimalusi |

8
><

>:

t (n ) = tk
lnkgl = t l

knlgk = t lk nlgk = tkl nkgl ;

t k = tk
lgl = tkl gl ;

t k = tk
lgl = tkl gl :

(1.105)

Peapinged, pingetensori peasuunad ja invariandid

Kui massi- ja pinnamomendid puuduvad, siis on pingetensortkl

s•ummeetriline. Seega kehtivad tema kohta samad seadusp•arasused,
mis deformatsioonitensorite kohta |

16I.k. normal stress
17I.k. shear stress
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(i) pingetensoril leidub v•ahemalt kolm peasuunda;

(ii) pingetensoril leidub kolm peapinget,t � (� = 1; 2; 3), mis m~oju-
vad peapindadel;

(iii) peapindadel on nihkepinged nullid;

(iv) pingetensoril leidub kolm s~oltumatut invarianti I t , II t ja III t ,
mille leidmise eeskirjad, l•abi pingetensoritk

l v~oi peav•a•artuste
t � , on analoogsed Greeni deformatsioonitensoriCK

L invarian-
tide leidmise eeskirjadele (1.68) (lk. 22).

1.2.13 Liikumishulga ja kineetilise momendi
lokaalse tasakaalu seadused |
Cauchy liikumisseadused

Liikumishulga lokaalse tasakaalu seadus

1
p

g
@

@xk
� p

gt k
�

+ � (f � a) = 0

ehk

t jk
;j + �

�
f k � ak

�
= 0

(1.106)

Need v~orrandid v•aljendavadki liikumishulga lokaalse tasakaalu sea-
dust ja on samas tuntud kaCauchy' esimese liikumisseadusena.

Alternatiivsed kujud:
8
><

>:

tkl
;l + �

�
f k � ak

�
= 0;

t l
k;l + � (f k � ak) = 0 ;

t lk ;
l + � (f k � ak) = 0 :

(1.107)
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Kineetilise momendi lokaalse tasakaalu seadus

Vaatleme mittepolaarset juhtu (st. puuduvad mahu ja pinnamo-
mendid) ja eeldame, et liikumishulk on lokaalses tasakaalus. Sel
juhul saab kineetilise momendi lokaalse tasakaalu seaduskuju

gk � t k = 0 ehk � ijk t jk = 0 (1.108)

V~orrandid (1.108) on tuntud ka Cauchy teise liikumisseadusena.
Sisuliselt t•ahendab viimane tingimus, et pingetensor peab olema
s•ummeetriline |

� ijk t jk = 0 ) t jk � tkj = 0; (1.109)

J•areldus: Kui liikumishulk on lokaalses tasakaalus ning mahu-
ja pinnamomendid puuduvad, on kineetiline moment lokaalses ta-
sakaalus parajasti siis kui pingetensor on s•ummeetriline. Seega
on meil vaadeldaval juhul vaid kuus s~oltumatut pingekomponen-
ti: t11; t22; t33; t12 = t21; t13 = t31; t23 = t32, st.,

tkl = t lk ; tkl = t lk ; tk
l = t l

k : (1.110)

1.2.14 Liikumisv ~orrandid Lagrange'i
koordinaatides

(Pseudo)pingevektorT K esitab pinget ruumipunktis x, kusjuures
pinge vastab deformeerumata pinnaledA materiaalses punktisX =
X (x; t) ja

t (n )da = t kdak = T K dAK : (1.111)

Seos pingevektorigat k (mis vastab deformeerunud pinnaleda):

t k = J � 1xk
;K T K ja T K = JX K

;k t k : (1.112)
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Piola-Kirchho� pseudopinge tensorid: Piola (1833, 1836 ja
1848) t~oi sisse pseudopinge tensoridTKl ja TKL nii, et

T K = TKl gl = TKL x l
;L gl = TKL GL : (1.113)

T•anap•aeval on need tensorid tuntud kuiesimene ja teine Piola-
Kirchho� pseudopinge tensor. Terminit pseudopinge kasutatakse
siin seet~ottu, et m~olemad tensorid v•aljendavad pinget algse (defor-
meerumata) pinna kohta. TensorTKl esitab pinge ruumipunktisx
ja tensor TKL materiaalses punktisX . Seosed Cauchy pingetenso-
riga:

TKl = JX K
;k tkl ; tkl = J � 1xk

;K TKl ;

TKL = TKl X L
;l = JX K

;kX L
;l tkl ;

tkl = J � 1xk
;K x l

;L TKL ; TKl = x l
;L TKL :

(1.114)

Cauchy esimene liikumisseadus (liikumishulga tasakaalu
seadus):

1
p

G

@
@XK

� p
GT K

�
+ J�|{z}

= � �

(f � a) = 0 ;

TKk
:K + � �

�
f k � ak

�
= 0;

�
x l

;L TKk
�

:K
+ � �

�
f k � ak

�
= 0:

(1.115)

Koolon t•ahistab viimastes v~orrandites kovariantset t•aistuletist
(AKk = AKk (X ; x))

AKk
:L = AKk

;L +
�

K
ML

�
AMk

| {z }
A Kk

;L

+
�

AKk
;l +

�
k

ml

�
AKm

�

| {z }
A Kk

;l

x l
;L :

(1.116)
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Cauchy teine liikumisseadus (kineetilise momendi tasakaa-
lu seadus):

TKk xm
;K = TKm xk

;K :

TKL = TLK :
(1.117)

Tensoritega TKL ja TKl seotud valemeid on mugav kasutada
v•aikeste deformatsioonide puhul, sest nad on seotud algpinnaga
ning j•arelikult on lihtne aproksimeerida j•argnevaid v•aikseid muu-
tusi. Deformatsiooni k•aigus keha v•alispind muutub ja seega tuleb
rajatingimused esitada liikuval ja muutuval pinnal ning nad s~oltu-
vad siirdevektoristu, mis on tundmatu. Lagrange'i kirjelduse puhul
aga siin probleemi pole, sest rajatingimused esitatakse algse pinna
jaoks, mis on teada. T~osi k•ull, liikumisv ~orrandid ise on sel juhul \pi-
sut" keerukamad. Lineaarse teooria puhul erinevus kahe vaadeldava
kirjelduse vahel kaob.

1.2.15 Energia ja entroopia

Keskkonnale (v~oi tema osale v~oi kehale) rakendatud pind- ja ma-
huj~oud p~ohjustavad tema osade liikumist. Liikumise olemus s~oltub
keskkonna (v~oi keha) omadustest. N•aiteks deformatsioon, j•aiga ke-
ha liikumine, vedeliku voolamine. Seega teevad keskkonnale raken-
datud j~oud t•o•od ja keskkond omandab energiat. Nimetatud ener-
giale v~oib liituda veel muu p•aritoluga energiaid (n•aiteks soojus-
energia, keemiline energia jne.). Pideva keskkonna mehaanika pu-
hul piirdutakse muude energiate osas tavaliselt vaid soojusenergia-
ga.Summaarne energia18 on seega p~ohjustatud soojusenergiast ja
v•alisj~oudude t•o•ost. Osa sellest summaarsest energiast� kulutatak-
se� kineetilise energi kujul (n•aiteks keskkonna deformeerimiseks v~oi
vedeliku voolamiseks).•Ulej•a•anud osa summaarsest energiast kuju-
tab endast vaadeldava keskkonna (kui mehaanikalise s•usteemi) si-

18I. k. Total energy
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seenergiat19. Deformeeruva keha puhul v~oib siseenergia koosneda
n•aiteks soojusenergiast ja deformatsioonienergiast, vedeliku voola-
misel aga soojusenergiast ja viskoosse dissipatsiooniga seotud ener-
giast.

Pideva keskkonna mehaanika IV p ~ohiaksioom |
energia j •a•avuse seadus

Globaalne energia j •a•avuse seadus (termod •unaamika I sea-
dus): Kineetilise ja siseenergia summa muutumise kiirus v~ordub
v•alisj~oudude poolt aja•uhiku jooksul tehtud t•o•o (v•alisj~oudude v~oim-
suse) ja aja•uhiku jooksul keskkonda sisse tulnud v~oi sealt lahkunud
soojusenergia summaga |

_K + _E = W + Q: (1.118)

Kineetiline energia: Keha (mahus� sisalduva massiM ) kinee-
tiline energia20 (dM = �d� )

K =
1
2

Z

�
�v 2�d� =

1
2

Z

�
� v � v �d� =

1
2

Z

�
�g kl vkvl �d�: (1.119)

Siseenergia: Kui on teada siseenergia tihedus" (•uhikmassi koh-
ta), siis

E =
Z

M
"dM �

Z

�
�"d�: (1.120)

19I. k. Internal energy. Siseenergia m~oiste v~ottis 1851. a. kasutusele W.
Thomson s~onastamaks termod•unaamika I seadust.

20I.k. kinetic energy
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V •alisj ~oudude t •o•o aja •uhikus (v •alisj ~oudude v ~oimsus):

W =
Z

S
t rp vpdar +

Z

V
�f pvpd� =

Z

S
t (n ) � vda+

Z

V
� f � vd�: (1.121)

Siin elementaarpind da = dx (1) � dx (2) = nda = dakgk ja
dak = da � gk .

Aja •uhiku jooksul keskkonda sisse tulnud v ~oi sealt lahku-
nud soojusenergia: Soojuse juurdevool koosneb kahest osast: (i)
soojuse juurdevool l•abi pinna S kehasseV ja (ii) keha siseallikaist
toodetud soojus, st.,

Q =
Z

S
qpdap +

Z

V
�hd� =

Z

S
q � nda+

Z

V
�hd�: (1.122)

Siin q = qpgp on soojuse juurdevool ehk soojuse voog pinna•uhiku
kohta ja h | keha siseallikaist toodetud soojus massi•uhiku kohta.

Lokaalne energia j •a•avuse seadus

� _" = tpr dpr + qp
;p + �h: (1.123)

Esitatud diferentsiaalv~orrand v•aljendab lokaalset energia j•a•avuse
seadustja teda nimetatakse kaenergia lokaalse tasakaalu diferent-
siaalv~orrandiks. Kuna arvesse pole v~oetud energia jaotust elemen-
taarmahu pinnal, siis v~oidakse siia lisada veel•uks qp

;p t •u•upi liige.
Viimases avaldises esinevat mehaanikalist energiat

� = tpqdpq (1.124)

nimetatakse kapinge v~oimsuseks, sest ta iseloomustab pinge poolt
deformeerimisel v~oi voolamised tehtud t•o•o muutumise kiirust.

1.2.15. Energia ja entroopia 41

Potentsiaalne energia

Vaatleme juhtu, kus mahu- ja pinnamomendid puuduvad (nn. mit-
tepolaarne juht) ning v•alisj~oud f p (massij~oud) on statsionaarsed ja
avaldatavad l•abi potentsiaali U(x), st. f p = � U;p. Seega potent-
siaalne energia

U =
Z

�
�Ud� (1.125)

V•alisj~oudude v~oimsuse avaldisele (1.121) saab n•u•ud anda kuju

W =
Z

s
t rp vpdar � _U (1.126)

ja globaalsele energia j•a•avuse seadusele (termod•unaamika esimene
seadus) kuju

_K + _E + _U =
Z

s
t rp vpdar + Q: (1.127)

Antud kujul v •aidab termod•unaamika esimene seadus, et koguener-
gia muutus v~ordub pindj~oudude v~oimsus pluss soojuse juurdevool
aja•uhikus. Kui p.p. on null, siis

K + E + U = const: (1.128)

Selline olukord esineb kui keha on isoleeritud (st.Q = 0) ja pin-
naj~oud ja/v ~oi kiirused on nullid v~oi omavahel risti.

Entroopia

Entroopia on termod•unaamiline olekufunktsioon, mis iseloomus-
tab energia p•o•ordumatut hajumist. Tihti de�neeritakse entroopiat
ka kui suurust millega m~o~odetakse s•usteemi korrastamatuse astet.
Energia ja entroopia konteseptsioonid on termod•unaamika alusta-
lad. Termod•unaamika esimene seadus | energia j•a•avuse seadus



1.2.15. Energia ja entroopia 42

| s •atestab, et materiaalses s•usteemis muutub energia•uhest vor-
mist teise kuid ei teki juurde ega kao. Samas ei s•atesta see sea-
dus, mis vormis selline energia muutumine ehk•ulekanne toimub.
N•aiteks ei anna termod•unaamika esimene seadus informatsiooni sel-
le kohta, kas selline•ulekanne on p•o•oratav v~oi p•o•ordumatu. Viimane
k•usimus energia•ulekande p•o•oratavusest on eriti t•ahtis juhtudel, kus
on vaja teada energia hulka, mida on v~oimalik vaadeldava s•usteemi
puhul kasutada. Entroopia kontseptsioon tuuakse sisse selleks, et
m~o~ota energia hulka, mis on p•o•ordumatult muundunud kasutata-
vast vormist kasutamatusse. Viimase all tuleb m~oista seda hulka
energiast, mida pole enam v~oimalik muundada (mehaanikaliseks)
t•o•oks. N•aiteks, kui deformeeruvale kehale m~ojub j~oud, siis keha
(•uldjuhul) deformeerub. Viimase protsessiga kaasneb alati teatav
temperatuuri t~ous (soojusenergia juurdekasv). Sellist soojusenergia
kasvu deformeerumisprotsessis iseloomustabki entroopia.

S•usteemi summaarne entroopia:

H =
Z

�
��d�; (1.129)

kus � on erientroopia ehk entroopia tihedus(massi•uhiku kohta)21.
Tema dimensioon dim(� ) = (energia)=(mass� temperatuur)

Termod •unaamika teine seadus

Entroopia tootmise kiirus:

N = _H �
Z

s

qp

#
dap �

Z

�

�h
#

d� � 0: (1.130)

Klassikalised s~onastused: 1)Clausius:soojus ei saa iseenesest min-
na k•ulmemalt kehalt soojemale; 2)Kelvin: protsessid, mille ain-
saks tulemuseks on keha jahtumine ja selle arvelt saadav t•o•o pole

21I.k. speci�c entropy or entropy density
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v~oimalkud; 3) Carath�eodory: iga termod•unaamilise oleku•umbruses
eksisteerivad nn. naaberolekud, kuid•uleminek •uhest naaberolekust
teise pole v~oimalik adiabaatilise protsessi k•aigus.

Termod •unaamiline olek

Termod•unaamika •uks p~ohieeldus v•aidab, et igal materjali jaoks lei-
dub •uks ja ainult •uks funktsioon, mida nimetatakse siseenergia ti-
heduse funktsiooniks ja mis on esitatav kujul

" = "(�; � 1; : : : ; � n ; X ): (1.131)

Siin � on erientroopia ja suurused� � kujutavad endast mehaanika-
lisi, keemilisi, elektromagneetilisi jne. parameetreid, mis iseloomus-
tavad s•usteemi termod•unaamilist k•aitumist. Suurusi � ja � � nime-
tatakse termod•unaamilisteks olekumuutujateksning nad m•a•aravad
s•usteemitermod•unaamilise olekumateriaalses punktisX . Kuna si-
seenergia tiheduse funktsioon" iseloomustab vaadeldava materjali
sisemist ehitust, siis nimetatakse tedaolekufunktsiooniks.

Temperatuur # ja termod •unaamiline pinge � � on de�neeritud
j•argmiselt |

# def=
@"
@�

ja � � def=
@"
@��

: (1.132)

Seega �kseeritud materiaalse punkti jaoks avaldub siseenergia tihe-
duse l~opmata v•aike muut kujul

d" = #d� + � � d� � : (1.133)

Viimane on tuntud kuiGibbs'i v~orrand [1873].
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1.2.16 Pidevustingimused ehk
sobivustingimused

Kolmem~o~otmelises ruumis on deformatsioonitensori kuus (s~oltu-
matut) komponenti seotud siirdevektori kolme komponendiga l•abi
kuue v~orrandi (vt. (1.46) lk.17). N•aiteks,

2EKL = CKL � GKL = 2ELK = UK ;L + UL ;K + GMN UM ;K UN ;L :
(1.134)

Kui on teada siirdevektori komponendidUK , siis valemi (1.134)
p~ohjal saab m•a•arata kas tensoriCKL v~oi EKL kuus komponenti. Kui
aga on vastupidi, st., et teada on tensoriCKL v~oi EKL kuus kom-
ponenti, siis on meil kolme tundmatu m•a•aramiseks kuus v~orrandit.
J•arelikult on meil tegu •ulem•a•aratud s•usteemiga. Selleks, et siirde-
komponendid UK oleks •uheselt m•a•aratavad ja pidevad (siirdev•ali
peab olema•uheselt m•a•aratud ja pidev) tuleb n•u•ud deformatsiooni
tensori komponentidele peale panna lisatingimused, mis v•alistaks
nende meelevaldse valiku. Neid tingimusi nimetataksepidevustin-
gimusteksehk sobivustingimusteks22. Kui siirdekomponendid UK

on ette teada (siirdekomponendid on valitud p~ohimuutujateks) siis
on koosk~olatingimused automaatselt t•aidetud. Kui aga p~ohimuut-
jateks on deformatsioonitensorid, siis on sobivustingimustel t•aita
oluline roll.

Avaldised

ekm ;ln + eln ;km � elm ;kn � ekn ;lm +

+
� 1
c pq [(emq;l + elq;n � elm ;q) (ekp;n + enp;k � ekn ;p) �

� (elq;n + enq;l � eln ;q) (ekp;m + emp;k � ekm ;p)] = 0 ;

(1.135)

kus
� 1
c pq on Fingeri deformatsioonitensor, esitavad pidevustingimusi

Euleri deformatsioonitensori jaoks.

22I.k. compatibility conditions
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Kui avaldistes (1.135) asendada tensorekl lineaarse teooria defor-
matsioonitensoriga

�
ekl = 1

2(uk;l + ul ;k) ning h•uljata k~oik mitteli-
neaarsed liikmed, saame lineaarse teooria (l~opmata v•aikeste defor-
matsioonide) sobivustingimused |

�
ekn ;lm +

�
elm ;kn �

�
ekm ;ln �

�
eln ;km = 0: (1.136)

Saadud 81 v~orrandist vaid 6 osutuvad lineaarselt s~oltumatuteks. �
Tasapinnalise deformatsiooni puhul j•a•ab neist kuuest j•arele vaid
•uks v~orrand.

1.2.17 Olekuv ~orrandid

Olekuv~orrandid on vaja sisse tuua selleks, et saada v~ordseks tund-
matute arv ja v~orrandite arv. Meil on kaheksa v~orrandit: massi
j•a•avus | 1 v ~orrand; Cauchy I ja II liikumisseadus | 3 + 3 v ~orran-
dit; energia j•a•avus | 1 v ~orrand. Eringeni j•argi on tundmatuid
kaksk•ummend viis: tihedus � | 1; kiirusvektori komponendid vi

| 3; pingetensori komponendid t ij | 9; momentpingetensori kom-
ponendidmij | 9; soojuse juurdevool qk | 3. Lisanduda v ~oib veel
elektrilisi ja keemilisi muutujaid. Kui tegu on nn. mittepolaarse
juhuga, siis v•aheneb tundmatute arv •uheksa momentpingetensori
komponendi ja kolme pingetensori komponendi v~orra ning samas
v~orrandite arv kolme v~orra (Cauchy II liikumisseaduse arvelt, mille
p~ohjal peab pingetensor olema s•ummeetriline). Seega antud juhul
on viis v~orrandit ja kolmteist tundmatut.

Nimetatud v~orrandid kehtivad suvalisest materjalist keskkonna pu-
hul, olekuv~orrandid kirjeldavad aga konkreetse keskkonna omadusi.

Olekuv ~orrandidite tuletamise meetodid:

(i) statistilis mehaanikaline | arvestab keskkonna koosnemist
osakestest;
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(ii) puht matemaatiline | ~oige arv v~orrandeid tagab f•u•usikaliste
n•ahtuste •uhese kirjelduse;

(iii) termod •unaamiline | arvestab eesk•att soojuse ja temperatuu-
ri m~oju;

(iv) pideva keskkonna f•u•usikal baseeruv meetod | arvestab k~oiki
kolme eeltoodud meetodit.

Olekuv~orrand kirjeldab teatavat idealiseeritud materjali. Et see kir-
jeldus oleks adekvaatne, peab ta l•ahtuma teatavatest printsiipidest.

1. V•alistamise ehk h•ulgamise printsiibid

(a) P•arilikkuse (m•alu) arvestamine

(b) •Umbruse printsiip

(c) V~ordse kohaloleku ehk s~oltumatute olekuparameetrite
valiku •uhesuse printsiip

(d) Uni�tseerimise printsiip
jne.

2. Invariantsus koordinaatteisenduste suhtes

3. Ruumiline invariantsus

4. Materiaalne invariantsus

5. M~o~ot•uhikuist s~oltumatuse printsiip

6. Sobivusn~ouded
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Greeni meetod

� L•ahtub h•uperelastse keha mudelist | siseenergia on funkt-
sioon deformatsioonist. N•aiteks

� 0" = �( X K ; xk ; gk
K ; �; GK ; xk

;K )

v~oi

� 0" = �( X K ; I; II ; III) ;

(1.137)

kus I; II ja III on invariandid •uhest deformatsioonitensorist
(CKL , ckl , E KL ,

� 1
c kl , jne., jne.).

� Elektrilised, keemilised ja termod•unaamilised n•ahtused
h•uljatakse.

� Eeldatakse, et eksisteerib nn. loomulik olek.

� Eeldatakse, et dissipatsioon puudub.

Cauchy meetod

1. L•ahtub ideaalselt elastse keha mudelist | pinge s~oltub vaid
deformatsioonist, st. eeldatakse, et pinge on deformatsiooni
funktsioon.

2. On •uldistatav ka dissipatiivsele s•usteemile.



48

1.3 Elastsusteooria p ~ohiv ~orrandite
s•usteem

1. Massi j •a•avuse seadus: Lokaalne massi j•a•avuse seadus on
esitatud kas Lagrange'i v~oi Euleri koordinaatides:

� materiaalne pidevusv~orand23 |

�
� �

=
p

III c =
1

q
III � 1

c

; (1.138)

� ruumiline pidevusv~orand24 |

@�
@t

+
�
�v k

�
;k

= 0: (1.139)

2. Cauchy I ja II liikumisseadus. Euleri koordinaatide korral
on Cauchy I liikumisseadus esitatav kujul

tkl
;l + �

�
f k � ak

�
= 0 v~oi

t l
k;l + � (f k � ak) = 0 v ~oi

t lk
;l + �

�
f k � ak

�
= 0

(1.140)

ja Cauchy II liikumisseadus kujul

tkl = t lk v~oi tk
l = t l

k : (1.141)

Loomulikult saab Cauchy I ja II liikumisseadust esitada ka Lagran-
ge'i koordinaatides (vt. alajaotus 1.2.14 lk. 36).

23I. k. Material equation of continuity
24I. k. Spatial equation of continuity
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3. Keskkonna olekuv ~orrandid. N•aitena vaatleme kahte isot-
roopset keskkonda iseloomustavat olekuv~orrandit.

� Kokkusurutav keskkond | Fingeri olekuv ~orrand (vt. Pideva
keskkonna mehaanika loengukonspekt).

tk
l = b� 1

� 1
c k

l + b0� k
l + b1ck

l ; (1.142)
8
>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>:

b� 1 = 2 (III c)
3
2

@�
@II c

=
2

q
III � 1

c

@�
@I � 1

c

;

b0 = � 2
p

III c

�
II c

@�
@II c

+ III c
@�

@III c

�

=
2

q
III � 1

c

 

II � 1
c

@�
@II � 1

c

+ III � 1
c

@�
@III � 1

c

!

;

b1 = � 2
p

III c
@�
@Ic

= � 2
q

III � 1
c

@�
@II � 1

c

:

(1.143)

� Kokkusurumatu keskkond | Ariano-Rivlini olekuv ~orrand
(vt. Pideva keskkonna mehaanika loengukonspekt).

tk
l = � p� k

l + 2
@�
@I � 1

c

� 1
c k

l � 2
@�

@II � 1
c

ck
l : (1.144)

Isotroopse materjali korral on loomulik eeldada, ett � � t � alati kui
� � � � � . Seet~ottu peavad olekuv~orrandid rahuldama lisatingimusi

@�
@I � 1

c

+ � 2
�

@�
@II � 1

c

(
> 0 kui � � 6= �  (�; �;  6=)

� 0 kui � � = �  (�; �;  6=) :
(1.145)

Lisakas •ulaltoodud v~orranditele tuleb v~oi saab kasutada
allj •argnevaid seoseid ja tingimusi.
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4. Geomeetrilised ja kinemaatilised seosed.

� Deformatsioonitensorid |
(

ckl = GKL X K
;kX L

;l ;
� 1
c kl = GKL xk

;K x l
;L :

(1.146)

� Kiirus ja kiirendus |

vk =
Duk

Dt
=

@u
@t

+ uk
;lvl ; (1.147)

ak =
Dvk

Dt
=

@v
@t

+ vk
;lvl : (1.148)

5. Alg- ja rajatingimused.

� Kui keha pinnal S on pingedtk
(n ) teada, siis

tk
(n ) = t lk nl = sk ; pinnal S: (1.149)

� Kui teame pinna S siirdeid, siis v~oime kirjeldada kasxk v~oi
uk pinnal S.

� V~oimalik on ka nn. segarajatingimuste juht, kus osal rajapin-
nal on antud siirded, osal pinged.

� Algtingimused

xk(X ; 0) = x0
k ; _xk(X ; 0) = v0

k (1.150)

kirjeldavad olukorda kehas alghetkelt = 0.

6. Pidevus- ehk sobivustingimused. Juhul kui p~ohimuutuja-
teks on deformatsioonid v~oi pinged, v~oi kui teoorias esineb olulisi
lihtsustusi (n•aiteks plaatide ja koorikute teoorias), l•aheb •uldjuhul
vaja veel nn. sobivus- ehk pidevustingimusi (vt. alajaotus 1.2.16).
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Peat •ukk 2

Valik teemasid
mittelineaarsest
elastsusteooriast

2.1 Homogeenne ehk •uhtlane defor-
matsioon

See on•uks lihtsamaid •ulesannete klasse elastsusteoorias Valime
DRK, st. xk � zk ja X K � ZK . •Uhtlasi koab erinevus ko- ja kontra-
variantsete koordinaatide vahel ning edaspidi on selles paragrahvis
indeksid all.

2.1.1 P ~ohiseosed

Homogeenset deformatsiooni esitab teisendus

xk = AkK X K ; (2.1)

kus AkK on konstantne ja mittesingulaarne tensor. Vastav
p
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p•o•ordteisendus

X K =
� 1
A Kk xk (2.2)

ja AkK

� 1
A Kl = � kl . Cauchy deformatsioonitensor ja vastav

p•o•ordtensor olid de�neritud kujul

ckl = GKL X K;k X L;l ja
� 1
c kl = GKL xk;K x l;L :

DRK puhul teatavasti GKL = GKL = � KL ja gkl = gkl = � kl . Seega

ckl = � KL

� 1
A Kk

� 1
A Ll ja

� 1
c kl = � KL AkK A lL (2.3)

Lokaalse massi j•a•avuse seaduse p~ohjal

�
� 0

=
p

III c =
p

jckl j =

�
�
�
�
� 1
A Kk

�
�
�
� : (2.4)

Seega on homogeenne deformatsioon isohooriline parajasti siis kui�
�
�
�
� 1
A Kk

�
�
�
� = 1. Pingete ja deformatsioonide vahelist seost esitav ole-

kuv~orrand on saadud Greeni meetodil (vt. lk.47). Eeldame, et sise-
energia on esitatav kujul� 0" = �(I ; II ; III), loeme keskkonna isot-
roopseks ja l•ahtume j•argmistest olekuv~orrandeist (I � I � 1

c
; : : :):

(a) kokkusurutav keskkond |

tkl = b� 1
� 1
c kl + b0� kl � b1ckl ; (2.5)

kus fenomenoloogilised kordajad
8
>>>>>><

>>>>>>:

b� 1 =
2

p
III

@�
@I

b0 =
2

p
III

�
II

@�
@II

+ III
@�
@III

�

b1 = � 2
p

III
@�
@II

(2.6)
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(b) kokkusurumatu keskkond |

tkl = � p� kl + 2
@�
@I

� 1
c kl � 2

@�
@II

ckl ; (2.7)

kus p on h•udrostaatiline surve.

Asendades deformatsioonitensorid (2.3) olekuv~orrandeisse (2.5) ja
(2.7) saame kokkusurutavale keskkonnale v~orrandi

tkl = b� 1� KL AkK A lL + b0� kl + b1� KL

� 1
A Kk

� 1
A Ll (2.8)

ja kokkusurumatule keskkonnale

tkl = � p� kl + 2
@�
@I

� KL AkK A lL � 2
@�
@II

� KL

� 1
A Kk

� 1
A Ll : (2.9)

Vaadeldaval juhul, st. homogeense deformatsiooni korral, on nii

tensorid AkK ja
� 1
A Kk kui fenomenoloogilised kordajadb� 1, b0 ja

b1 konstantsed. Pinge-deformatsiooni seoste (2.8) ja (2.9) korral
on tasakaaluv~orrandid (Cauchy I liikumisseadus (1.140) juhul kui
f = a = 0) tkl;l = 0 kokkusurutava keskkonna puhul automaat-
selt rahuldatud ja kokkusurumatu keskkonna puhul kuip = const:
J•argnevalt vaatleme m~oningaid erijuhte.

2.1.2 Puhas homogeenne deformatsioon

Puhta homogeense deformatsiooni1 puhul on deformatsioon kirjel-
datud kujul

x i = � i X I ; i = I; (2.10)

ehk (
AkK = � k = 1 + ek ; kui k = K

AkK = 0; kui k 6= K
(2.11)

1I. k. Pure homogeneous strain
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Seega tensoreileAkK ja
� 1
A Kk vastavad maatriksid

[AkK ] =

2

4
� 1 0 0
0 � 2 0
0 0 � 3

3

5 ja
�

� 1
A kK

�
=

2

4
1=� 1 0 0

0 1=� 2 0
0 0 1=� 3

3

5 :

(2.12)

•Ulesanne: Leida deformatsioonitensoriteleckl ja
� 1
c kl vastavad

maatriksid!

[ckl ] =
h

� 1
c kl

i
=

(2.13)

Invariandid:
8
>><

>>:

I = I � 1
c

= � 2
1 + � 2

2 + � 2
3;

II = II � 1
c

= � 2
1� 2

2 + � 2
2� 2

3 + � 2
3� 2

1;

III = III � 1
c

= � 2
1� 2

2� 2
3:

(2.14)

N•u•ud saame v~orrandist (2.8) kokkusurutava materjali jaoks
8
>>>>>>>>><

>>>>>>>>>:

t11 = 2� 1

�
1

� 2� 3

�
@�
@I

+
�
� 2

2 + � 2
3

� @�
@II

�
+ � 2� 3

@�
@III

�
;

t22 = 2� 2

�
1

� 3� 1

�
@�
@I

+
�
� 2

3 + � 2
1

� @�
@II

�
+ � 3� 1

@�
@III

�
;

t33 = 2� 3

�
1

� 1� 2

�
@�
@I

+
�
� 2

1 + � 2
2

� @�
@II

�
+ � 1� 2

@�
@III

�
;

tkl = 0; k 6= l:

(2.15)
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Kokkusurumatu keskkonna puhul III = � 1� 2� 3 = 1 ja valemist
(2.9) j•areldub, et

tkk = � p + 2� 2
k
@�
@I

�
2
� 2

k

@�
@II

: (2.16)
p

2.1.3 T ~omme

(Lihtsa) t ~ombe2 puhul on kaks normaalpinge komponenti nullid ja
vastavad pikenemiskoe�tsendid on v~ordsed, n•aiteks t22 = t33 = 0
ja � 2 = � 3. Seega saavad kokkusurutava materjali olekuv~orrandid
(2.15) kuju

8
>><

>>:

t11 = 2� 1

�
1
� 2

2

@�
@I

+
@�
@II

+ � 2
2

@�
@III

�
;

0 =
1

� 1� 2

@�
@I

+
�

� 1

� 2
+

� 2

� 1

�
@�
@II

+ � 1� 2
@�
@III

:
(2.17)

V~orrand (2.17)2 seob omavahel pikenemiskoe�tsendid� 1 ja � 2 =
� 3. See on transtsendendentne v~orrand, mille lahend� 2 = f (� 1) va- ?
jab igal juhul t •aiendavat uurimist, sest (v•ahemalt Eringeni p~ohjal)
ei pruugi ta olla •uhene ja reaalne.Seega v~oib tasakaal s~oltuda
n•aiteks koormuse rakendamise viisist.

Kokkusurumatu keskkonna puhul annabt22 = t33 = 0 asendamine
v~orrandeisse (2.16) h•udrostaatilise surve

p =
2
� 1

@�
@I

� 2� 1
@�
@II

: (2.18)

ja pinge

t11 = 2
�

� 2
1 �

1
� 1

� �
@�
@I

+
1
� 1

@�
@II

�
(2.19)

2I. k. Simple extension
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Kokkuv ~ottes on olukord kokkusurumatu materjali puhul v~orrel-
des kokkusurutava materjaliga m~onev~orra lihtsam, sest pinget11

s~oltub vaid pikenemisest � 1. Kokkusurutava materjali puhul aga
lisaks ka pikenemistest� 2 = � 3, kusjuures � 1 ja � 2 vahelise seo-
se m•a•aramine v~oib osutuda•upris komplitseerituks. Enamgi veel, et
tagada vaadeldava kokkusurutava materjali puhul kindla suurusega
pikenemine, v~oib osutuda vajalikuks pindkoormuse rakendamine.

2.1.4 H •udrostaatiline surve

H•udrostaatilise surve3 puhul � � = K ja tkl = � p� kl . Seega saame
v~orrandeist (2.15) avaldada surve

p = � 2
�

1
K

@�
@I

+ 2K
@�
@II

+ K 3 @�
@III

�
: (2.20)

Kuna III � III � 1
c

� 1=III c = � 2
1� 2

2� 2
3 = K 6 ja �=� 0 =

p
III c, siis

K = 3
p

� 0=� . Seega nii deformatsioonitensori
� 1
c invariandid kui

siseenergia avalduvad tiheduse� funktsioonidena (I = I( � ); : : : ; � =
�( � )) ning ka olekuv~orrandi (2.20) •uldkuju on p = p(� ).

2.1.5 Nihe

(Lihtsa) nihke4 puhul deformeerub ruutOABC r•o•opk•ulikuks OAbc
(vt. joonis 2.1). N•u•ud kirjeldavad deformatsiooni seosed

p

x1 = X 1 + KX 2; x2 = X 2; x3 = X 3; (2.21)

kus K = tan  . Seega valides

[A lL ] =

2

4
1 K 0
0 1 0
0 0 1

3

5 ja
�

� 1
A lL

�
2

4
1 � K 0
0 1 0
0 0 1

3

5 (2.22)

3I. k. Hydrostatic pressure
4I. k. Simple shear
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Joonis 2.1: Nihe

saame ka nihke puhul esitada deformatsiooni kujul (2.1), st. ka nihe
on vaadeldav homogeennse deformatsioonina ja vastavalt avaldiste-
le (2.3) avalduvad Fingeri ja Greeni deformatsioonitensorid kujul

h
� 1
c kl

i
=

2

4
1 + K 2 K 0

K 1 0
0 0 1

3

5 ja [ckl ] =

2

4
1 � K 0

� K 1 + K 2 0
0 0 1

3

5 :

(2.23)

Fingeri deformatsioonitensori
� 1
c kl invariandid

I = II = 3 + K 2 ja III = 1 : (2.24)

Viimane v~ordus viitab isohoorilisele deformatsioonile.

Asendades avaldised (2.22){(2.24) olekuv~orrandeisse (2.5) ja arves-
tades v~orduseid (2.6) saame pingetensori komponendid
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8
>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>:

t11 = 2
�
1 + K 2

� @�
@I

+ 2
�
2 + K 2

� @�
@II

+ 2
@�
@III

;

t22 = 2
@�
@I

+ 4
@�
@II

+ 2
@�
@III

;

t33 = 2
@�
@I

+ 2
�
2 + K 2

� @�
@II

+ 2
@�
@III

;

t12 = 2K
�

@�
@I

+
@�
@II

�
; t23 = t31 = 0:

(2.25)

Deformeerunud pinnaAc •uhiknormaali n projektsioonid koordinaa-
telgedel (vt. joonis 2.1)

(
n1 = cos =

�
1 + K 2

� (� 1=2)
;

n2 = � sin = � K
�
1 + K 2

� (� 1=2)
; n3 = 0:

(2.26)

Keha pinnal m~ojuva pingevektori koordinaattelgede sihilised kom-
ponendid on esitatud valemigatk(n ) = tkl nl (n on pinna normaal
ning indeksid on all, sest kasutame DRK). Seega,

8
>>>>><

>>>>>:

t1(n) = 2
�
1 + K 2

� (� 1=2)
�

@�
@I

+ 2
@�
@II

+
@�
@III

�
;

t2(n) = � 2K
�
1 + K 2

� (� 1=2)
�

@�
@II

+
@�
@III

�
;

t3(n) = 0:

(2.27)

Normaal- ja nihkepinged (tangentsiaalpinged) tahulAc
p

8
>>>>><

>>>>>:

N = t (n ) � n = tk(n )nk =

= 2
�
1 + K 2

� (� 1=2)
�

@�
@I

+
�
2 + K 2

� @�
@II

+
�
1 + K 2

� @�
@III

�

T = t (n ) � m = tk(n )mk = � 2K
�
1 + K 2

� � 1
�

@�
@I

+
@�
@II

�
;

(2.28)
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kus m1 = n2 ja m2 = � n1. Deformeerumata pindadelX 2 = const:
ja X 3 = const: m~ojuvaid pingeid saab leida otse valemeist (2.25).

p

Leitud pingeavaldistest n•ahtub, et vastupidiselt lineaarsele teooria-
le, pole antud juhul v~oimalik saavutada nihkeseisundit vaid nihke-
pingete rakendamisega kuubi tahkudele. Antud juhul tuleb nihke
saavutamiseks lisaks pingetelet21 = t12 rakendada ka normalpin-
ged pingedtkk (vt. valemid (2.25)). Viimased v~oib omakorda jagada
kahte ossa: �

(i) ruumala muutust | Kelvini e�ekti | •ara hoidev
h•udrostaatiline t~omme, mis on v~ordne normaalpingegat22;

(ii) keha proportsioonide muutust | Poyntingi e�ekti |
•arahoidev osatkk � t22.

Kokkusurumatu materjali puhul l•ahtume olekuv~orrandist (2.7) ning
valemeist (2.23) ja (2.24) ning saame pingetensori komponendid
kujul

8
>><

>>:

t11 = � p + 2K 2 @�
@I

; t22 = � p � 2K 2 @�
@II

; t33 = � p;

t12 = 2K
�

@�
@I

+
@�
@II

�
; t31 = t32 = 0:

(2.29)

Valides viimastes v~orrandites p = 0 saame pinnadX 3 = const:
pingevabaks.

Kokkusurumatu materjali puhul loomulikult ei esine Kelvini e�ekti,
kuid Poyntingi e�ekt on endiselt esindatud (vt. t11 ja t22 avaldisi).

Nii kokkusurutava kui kokkusurumatu materjali puhul

t11 � t22 = Kt 12: (2.30)
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2.2 Ringsilindri v •a•ane

Ringsilindri ehk •umarvarda (•uhtlast) v•a•anet5 esitab deformatsioon

r = R; # = � + KZ; z = Z; (2.31)

kus K on v•a•ane varda pikkus•uhiku kohta. Antud juhul Euleri koor-
dinaadid xk $ r; #; z ja Lagrange'i koordinaadidX K $ R; � ; Z ,
kusjuures vastavalt de�nitsionile (2.31)r = R.

Joonis 2.2:•Umarvarda v•a•ane

Silindriliste koordinaatide puhul meetrilised tensorid

[gkl ] =

2

4
1 0 0
0 r 2 0
0 0 1

3

5 ja [GKL ] =

2

4
1 0 0
0 R2 0
0 0 1

3

5 : (2.32)

Deformatsioonitensoridckl = GKL X K
;kX L

;l ja
� 1
c kl = GKL xk

;K x l
;L .

Kuna antud on liikumise Lagrange'i kirjeldus, siis leiame algul
� 1
c kl

5I. k. Uniform torsion of a circular cilinder
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h
� 1
c kl

i
=

2

6
6
6
6
4

: : : : : : : : :

: : : : : : : : :

: : : : : : : : :

3

7
7
7
7
5

: (2.33)

Kuna kasutatavad olekuv~orrandid on esitatud segatensorite jaoks,
siis tuleb j•argmisena leida

� 1
c k

l = glm
� 1
c km ja viimase p•o•ordtensor

ck
l :

h
� 1
c k

l

i
=

2

6
6
6
6
4

: : : : : : : : :

: : : : : : : : :

: : : : : : : : :

3

7
7
7
7
5

; ja
�
ck

l
�

=

2

6
6
6
6
4

: : : : : : : : :

: : : : : : : : :

: : : : : : : : :

3

7
7
7
7
5

: (2.34)

Fingeri deformatsioonitensori
� 1
c k

l invariandid

I = II = 3 + K 2r 2 ja III = 1 : (2.35)

Seega on deformatsioon isohooriline ning seet~ottu vaatleme siin vaid
kokkusurumatut materjali. P•arast indeksite•ulest~ostmist saame ole-
kuv~orrandist (1.144)

8
>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>:

t11 = � p + 2
@�
@I

� 2
@�
@II

;

r 2t22 = � p + 2
�
1 + K 2r 2

� @�
@I

� 2
@�
@II

;

t33 = � p + 2
@�
@I

� 2
�
1 + K 2r 2

� @�
@II

;

t23 = 2K
�

@�
@I

+
@�
@II

�
; t31 = t21 = 0:

(2.36)
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Homogeense deformatsiooni puhul (vt. lk. 53) olid Cauchy liiku-
misv~orrandeist saadud tasakaaluv~orrandid (p = const:) puhul au-
tomaatselt rahuldatud, n•u•ud see aga nii pole. Cauchy I liikumis-
seaduse (1.107)1 p~ohjal omab tasakaaluv~orrand omab kuju

tkl
;l = 0: (2.37)

Meil tuleb leida6

tkl
;l = : : : (2.40)

Seega tuleb leida j•argmised kovariantsed osatuletised:
8
>>>>>><

>>>>>>:

t1l
;l =

t2l
;l =

t3l
;l =

(2.41)

Viimaste valemite tuletamisel on arvestatud, et avaldiste (2.36)
p~ohjal r 2t22 = t11+2K 2r 2 @�

@I ja t33 = t11 � 2K 2r 2 @�
@II . Kuna avaldiste

(2.35) p~ohjal s~oltuvad invariandid I ja II vaid koordinaadist r, siis
saavad tasakaaluv~orrandid (2.41) olla rahuldatud vaid juhul kui

6Kontravariantse tensori kovariantne tuletis |

Akl
;m = Akl

;m +
�

k
mn

�
Anl +

�
l

mn

�
Akn (2.38)

Christo�eli s •umbolid silindriliste koordinatide r; # ja z puhul |
�

1
22

�
= � r;

�
2
12

�
=

�
2
21

�
=

1
r

; k~oik teised
�

k
lm

�
= 0 : (2.39)
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8
>>>><

>>>>:

@
@r

t11

z }| {�
� p + 2

@�
@I

� 2
@�
@II

�
� 2K 2r

@�
@I

= 0

@p
@#

= 0;
@p
@z

= 0:

(2.42)

Seega s~oltub h•udrostaatiline pingep vaid koordinaadist r ja seega
saab ta m•a•arata integreerides avaldist (2.42)1, st.

p = 2
�

@�
@I

�
@�
@II

� K 2
Z r

0
r

@�
@I

dr
�

+ C1: (2.43)

Konstandi C1 m•a•aramiseks kasutame tingimustt11 = 0 silindri pin-
nal r = a, st. avaldiste (2.36)1 ja (2.43) p~ohjal

C1 = 2K 2
Z a

0
r

@�
@I

dr: (2.44)

Asendame viimase v~ordusse (2.43), ning tulemuse omakorda aval-
distesse (2.36) ning saame

8
>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>:

t11 = � 2K 2
Z a

r
r

@�
@I

dr;

r 2t22 = 2K 2

�
r 2 @�

@I
�

Z a

r
r

@�
@I

dr
�

;

t33 = � 2K 2

�
r 2 @�

@II
+

Z a

r
r

@�
@I

dr
�

;

t23 = 2K
�

@�
@I

+
@�
@II

�
; t31 = t21 = 0:

(2.45)
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Silindri vabal otsal z = l on •uhiknormaal n = (0 ; 0; 1). Seega pin-
gevektori t (n ) komponendidtk

(n ) = tkl nl

t1
(n) = 0; t2

(n) = t23; t1
(n) = t33: (2.46)

J•arelikult radiaalne pinge puudub, kuid eksisteerivad tangentsiaal-
ne pinge (nihkepinge) ja silindri telje sihiline normaalpinge. Viima-
se l•abi ilmnebki Pointingi e�ekt. Kuna eksperimentide p~ohjal on
tuletised @�

@I ja @�
@II mittenegatiivsed, siis on pinget33 � 0. Kui var-

da otsa ei rakendata seda pinget tasakaalustavat normaalj~oudu, siis
silindriline varras p•u•uab v•a•andel l•uheneda. Lineaarses teoorias nor-
maalpingedtkk h•uljatakse kui l~opmata v•aikesed (v~orreldes pingega
t23).

Silindri otspinnal m~ojuvate pindj~oudude summaarse m~oju (pea-
vektori ja peamomendi) leidmiseks on vaja teada pingetenso-
ri f •u•usikalisi komponente. Teatavasti on kontravariantse tensori
f•u•usikalised komponendid de�neeritud j•argmiselt

t (k)( l ) =
p

gl lgkk tkl : (2.47)

Seegat (1)(1) = t11, t (2)(2) = r 2t22, t (3)(3) = t33 ja t (2)(3) = rt 23 ning
otspinnal m~ojuvate pindj~oudude (0; rt 23; t33) peamoment ja peavek-
tor avalduvad kujul

8
>><

>>:

M z = 2�
Z a

0
r 3t23dr;

N = 2�
Z a

0
rt 33dr:

(2.48)
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2.3 Ploki paine

Vaatleme ploki (tala) painet7. Lagrange'i koordinaatideks on vali-
tud DRK ( X 1 � X; X 2 � Y; X 3 � Z ) ja Euleri koordinaatideks
silindrilised koordinaadid (x1 � r; x 2 � #; x3 � z).

Joonis 2.3: Ploki paine | tasandid X = � a ja X = a deformee-
ruvad silindrilisteks pindadeksr = r1 ja r = r2; tasandid Y = � b
tasanditeks# = � #0; tasandid Z = const: tasanditeksz = const:

Joonisel 2.3 kujutatud deformatsioon on kirjeldatav valemitega

r = f (X ); # = g(Y); z = h(Z ): (2.49)

7I. k. Bending of a block.Vt. ka pideva keskkonna mehaanika loengukons-
pekt paragrahv 2.10
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Meetrilised tensorid

GKL = GKL = � KL ;

�
gkl

�
=

2

4
1 0 0
0 r 2 0
0 0 1

3

5 ;
�
gkl

�
=

2

4
1 0 0
0 r (� 2) 0
0 0 1

3

5 :

Deformatsioonitensoridckl = GKL X K
;kX L

;l ,
� 1
c kl = GKL xk

;K x l
;L

ja
� 1
c k

l = glm
� 1
c km . Kui t •ahistame f 0 = @f=@X, g0 = @g=@Yja

h0 = @h=@Z, siis

�
xk

;K
�

=

2

4
f 0 0 0
0 g0 0
0 0 h0

3

5 ;

h
� 1
c kl

i
=

2

4
: : : 0 0
0 : : : 0
0 0 : : :

3

5 ;
h

� 1
c k

l

i
=

2

4
: : : 0 0
0 : : : 0
0 0 : : :

3

5 :

(2.50)

Deformatsioonitensori
� 1
c k

l invariandid (arvestades, etr � f )

8
><

>:

I = f 02 + r 2g02 + h02 = f 02 + f 2g02 + h02;

II = f 02r 2g02 + f 02h02 + r 2g02h02 = f 2f 02g02 + f 02h02 + f 2g02h02;

III = f 02r 2g02h02 = f 2f 02g02h02:
(2.51)

Selleks, et protsess oleks isohooriline peab III = 1. See on tagatud
kui f f 0 = A, g0 = C ja h0 = D = 1=AC, kus A; C; D on konstandid.
Seega saame konkretriseerida funktsioonidef; g ja h sisu | tuues
sisse veel•uhe konstandiB v~oime avaldada y

r =
p

2AX + B; # = CY; z = DZ: (2.52)

Deformatsioonitensorid ja deformatsioonitensori
� 1
c k

l invariandid
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saavad n•u•ud kuju

h
� 1
c k

l

i
=

2

4
A2=r2 0 0

0 C2r 2 0
0 0 D 2

3

5 ;
�
ck

l
�

=

2

4
r 2=A2 0 0

0 1=C2r 2 0
0 0 1=D2

3

5

I =
A2

r 2
+ C2r 2 + D 2; II =

1
D 2

+
r 2

A2
+

1
C2r 2

; III = 1 :

(2.53)

ning konstantide A; B; C ja D m•a•aramiseks on j•argmised valemid
(vt. joonis 2.3) z

A =
r 2

2 � r 2
1

4a
; B =

r 2
2 + r 2

1

2
; C =

#0

b
; D =

4ab
#0(r 2

2 � r 2
1)

: (2.54)

Kuna tegu on isohoorilise deformatsiooniga, siis valime Ariano-
Rivlini olekuv~orrandi (1.144) (kokkusurumatu materjali jaoks)

tk
l = � p� k

l + 2
@�
@I

� 1
c k

l � 2
@�
@II

ck
l :

Arvestades deformatsioonitensorite avaldisi (2.53)1;2 on seega pin-
gete ja deformatsioonide vahelised seosed j•argmised

8
>>>>>>>>><

>>>>>>>>>:

t1
1 = � p +

2A2

r 2

@�
@I

�
2r 2

A2

@�
@II

;

t2
2 = � p + 2C2r 2 @�

@I
�

2
C2r 2

@�
@II

;

t3
3 = � p + 2D 2 @�

@I
�

2
D 2

@�
@II

;

tk
l = 0; k 6= l:

(2.55)

Tasakaaluv~orrandid t l
k;l = 0 saadakse Cauchy I liikumisseadusest
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(1.106). Seega on meil vaja leida kovariantsed osatuletised8

t l
k;l = t l

k;l �
�

n
kl

�
t l

n +
�

l
ln

�
tn

k ; (2.56)

8
><

>:

t l
1;l =

t l
2;l =

t l
3;l =

(2.57)

Seega saavad tasakaaluv~orrandid kuju

@t11

@r
+

t1
1 � t2

2

r
= 0;

@t22

@#
=

@t33

@z
= 0: (2.58)

Vastavalt valemitele (2.53)3� 5 avaldub siseenergia kujul� 0" =
�(I ; II) = �( r ). Seega valemite (2.58) ja (2.55)2;3 p~ohjal ka p = p(r ).
Avaldame valemitest (2.55)1;2

t1
1 � t2

2

r
= 2

�
A2

r 3
� C2r

�
@�
@I

� 2
�

r
A2

�
1

C2r 3

�
@�
@II

: (2.59)

Teiselt poolt, kuna �(I ; II) = �( r ), siis arvestades (2.53)3� 5

@�
@r

=
@�
@I

@I
@r

+
@�
@II

@II
@r

= : : :

= �
t1

1 � t2
2

r
(2.60)

8Segatensori kovariantne tuletis |

Ak
l ;m = Ak

l;m �
�

n
lm

�
Ak

n +
�

k
mn

�
An

l

Christo�eli s •umbolid silindriliste koordinatide r; # ja z puhul |
�

1
22

�
= � r;

�
2
12

�
=

�
2
21

�
=

1
r

; k~oik teised
�

k
lm

�
= 0 :
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Avaldiste (2.58)1 ja (2.60) p~ohjal @
@r(t

1
1 � �) = 0. Selle integreeri-

misel saame
t1

1 = � + K; (2.61)

kus K on konstant. Asendades tulemused (2.60) ja (2.61) ole-
kuv~orrandeisse (2.55) saame pingetensorite normaalkomponentide-
le9 avaldised

8
>>>>><

>>>>>:

t1
1 = � + K;

t2
2 = 2

�
C2r 2 �

A2

r 2

� �
@�
@I

� D 2 @�
@II

�
= r

@�
@r

+ � + K;

t3
3 = 2

�
D 2 �

A2

r 2

�
@�
@I � 1

c

�
@�
@I

� r 2C2 @�
@II

�
+ � + K:

(2.62)
Vastavalt saadud avaldistele on pinged k~overdunud pindadelr = r1

ja r = r2

t1
1(r1) = �( r1) + K ja t1

1(r2) = �( r2) + K: (2.63)

Kui vaadeldav deformatsioon on saavutatud vaid tala otstesse ra-
kendatud koormuste abil, siis peavad•ulaltoodud pinged (2.63) ole-
ma nullid, st.,

�( r1) = �( r2) = � K: (2.64)

Viimane tingimus t•ahendab •uhtlasi, et I(r1) = I( r2) ja II( r1) =
II( r2) , kust

A = Cr1r2; ehk A2 =
r1r2

D
: (2.65)

Seega j•a•avad vabalt valitaveteks konstantideks n•aiteks D ja r1. y

9NB! Segatensori normaalkomponendid osutuvad ka f•u•usikalisteks kompo-
nentideks, sest

t (k )
( l ) = tk

l

r
gkk

gl l
:
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Paindemoment tala paksusus•uhiku kohta

M z =
Z r 2

r 1

rt 2
2dr =

1
2

�
r 2

2 � r 1
2

�
K +

Z r 2

r 1

r � dr (2.66)

Kui on teada � ja M z siis saab v~orrandit (2.66) kasutada raadiuse
r1 m•a•aramiseks.

Deformeerunud oleku neutraalkihtr = r0 on m•a•aratud tingimusega ?
c2

2 = C2r 2 = 1. Seega arvestades (2.65)r 2
0 = Dr 1r2. Kui D = 1,

siis z = Z = const: ja r 2
0 = r1r2. Sama tulemuse annab ka lineaarne

teooria.

Poyntingi e�ekt avaldub j •allegi selles, et pinget3
3 pole null.

J•arelikult tuleb puhta painde saavutamiseks rakendada vastassuu-
nalist pindkoormust.
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2.4 L ~oplik tasapinnaline deformatsioon 10

Suur hulk elastsusteooria•ulesandeid on oma olemuselt tasapinnali-
sed. Nende lahendamine lihtsustub tunduvalt kui esitada siirdev•ali
kujul

xa = xa(X 1; X 2); x3 = �X 3; (2.67)

kus � on konstatant. Tasapinnalise deformatsiooni puhul indeksid
a; b; c; domavad v•a•artusi 1 ja 2. Esimene avaldistest (2.67) kirjel-
dab deformatsioone (x1; x2) tasapinnas ja teine•uhtlast pikenemist
x3 sihis. Siinjuures eeldatakse, etx3 ? (x1; x2) tasapinnaga. Sobi-
vaks k~overjooneliseks koordinaats•usteemiks selliste protsesside kir-
jeldamisel on on n•aiteks silindriline koordinaats•usteem. Meetriline
tensor ja deformatsioonitensorid on n•u•ud esitatavad kujul

�
gkl

�
=

� �
gab

�
0

0 1

�
;

h
� 1
c k

l

i
=

" h
� 1
c a

b

i
0

0 � 2

#

;
�
ck

l
�

=
� �

ca
b
�

0
0 � � 2

�
:

(2.68)

Siinjuures on tensoridgab,
� 1
c a

b ja ca
b vaid muutujate x1 ja x2 funkt-

sioonid. D•unaamika •ulesannete puhul v~oivad xa ja � s~oltuda lisaks
ka ajast t.

Deformatsioonitensori
� 1
c k

l invariandid saab n•u•ud avaldada kujul ?
8
><

>:

I =
� 1
c k

k =
� 1
c a

a + � 2 = I 1 + � 2;

II = : : : = � 2I1 + I 2� 2;

III = : : : = � 2I2;

kus

8
<

:

I1 =
� 1
c a

a;

I2 =
�
�
�
� 1
c a

b

�
�
� :

(2.69)

10L~oplikku m~oistetakse siin kui vastandit l~opmata v•aikesele. I. k.Finite plane
deformation.
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Cayley-Hamiltoni teoreemi11 p~ohjal
p

� 1
c a

c
� 1
c c

b � I1
� 1
c a

b + I 2� a
b = 0 j �cb

d ) (2.70)

I2ca
b = I 1� a

b �
� 1
c a

b (2.71)

Asendades (2.69) ja (2.71) isotroopse kokkusurutava keskkonna ole-
kuv~orrandeisse (vt. Fingeri olekuv~orrand (1.142), (1.143) lk. 49),
saame

8
>><

>>:

ta
b =

2
�

p
I2

��
@�
@I

+ � 2 @�
@II

�
� 1
c a

b +
�

@�
@II

+ � 2 @�
@III

�
I2� a

b

�
;

t3
3 =

2�
p

I2

�
@�
@I

+ I 1
@�
@II

+ I 2
@�
@III

�
; ta

3 = t3
a = 0:

(2.72)
N•u•ud oleks m~ottekas esitada � = �(I ; II ; III) = �(I 1; I2; � 2). Seega
avaldiste (2.69) p~ohjal �

8
>><

>>:

@�
@I1

=
@�
@I

+ � 2 @�
@II

;
@�
@I2

=
@�
@II

+ � 2 @�
@III

;

@�
@�2

=
@�
@I

+ I 1
@�
@II

+ I 2
@�
@III

:
(2.73)

Viimase kahe avaldise p~ohjal
8
>><

>>:

ta
b =

2
�

p
I2

�
@�
@I1

� 1
c a

b +
@�
@I2

I2� a
b

�
;

t3
3 =

2�
p

I2

@�
@�2

; ta
3 = t3

a = 0:
(2.74)

11Maatriks [ck
l ] rahuldab karakteristlikku v ~orrandit

c3 � Icc2 + II cc � III cI = 0 ;

kus c � [ck
l ] ja I on •uhikmaatriks. Tensorkujul

ck
m cm

n cn
l � Icck

m cm
l + II cck

l � III c� k
l = 0
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Kokkusurumatu materjali puhul III = � 2I2 = 1 ja seega � =
�(I 1; � 2) ning analoogselt valemitega (2.74) saame Ariano-Rivlini
olekuv~orrandeist (1.144) (lk. 49)

8
><

>:

ta
b = � p� a

b + 2
@�
@I1

� 1
c a

b;

t3
3 = � p + 2� 2 @�

@�2
; ta

3 = t3
a = 0:

(2.75)

Cauchy I liikumisseadustkl
;l + � (f k � ak) = 0 saab n•u•ud tasakaa-

luv~orrandina kuju �
tab

;b = 0: (2.76)

Seega tuleb kokkusurutava materjali puhul lahendada v~orrand
(2.76) koos olekuv~orrandiga (2.74) ja kokkusurumatu materjali pu-
hul koos olekuv~orrandiga (2.75).

Pindj~oud olid esitatud valemigatk
(n ) = t lk nl . N•u•ud y

ta
(n) = tbanb; t3

(3) = t33: (2.77)

J•argnevalt toome sisse Airy' pingefunktsiooni, et veelgi lihtsustada
tasapinnalise deformatsiooni•ulesande lahendamist. Pideva keskkon-
na mehaanika kursuses on n•aidatud, et tasakaaluv~orrandile tkl

;l = 0
saab anda kuju z

@
@xk

� p
gt k

�
= 0; kus pingevektort k = tkl gl : (2.78)

Antud juhul saame esitada pingevektori kujul

t a = tbagb; t 3 = t33g3: (2.79)
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Kuna g ja t a on vaid x1 ja x2 funktsioonid, siis lihtsustub (2.78)1
kujule

@
@xa

(
p

gt a) = 0 : (2.80)

V~orrand (2.80) on rahuldatud kui pingevektorit a avaldada kujul

t a = � ca� ;c ; kus

8
<

:

� 11 = � 22 = 0

� 12 = � � 21 =
1

p
g

(2.81)

ja � on vektor tasandil x3 = 0, st. ?

� = � bgb ja
@�
@xc

� � ;c = � b
;cgb: (2.82)

Kokku annavad avaldised (2.81)1 ja (2.82)2

t a = � ca� b
;cgb: (2.83)

Kuna kovariantne osatuletis on v~oetud tasandil, kusx3 = 0, siis
saavad Christo�eli II liiki s •umbolid kuju

�
a
bc

�
= gad[bc; d] =

1
2

gad (gbd;c + gcd;b � gbc;d) : (2.84)

Avaldiste (2.79) ja (2.83) p~ohjal pingetensor

tab = � cb� a
;c: (2.85)
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Cauchy II liikumisseaduse p~ohjal peab pingetensor olema
s•ummeetriline. See on tagatud, kui tuua sisse Airy' pingefuntsioon
� (x1; x2) selliselt, et y

� a = � da� ;d: (2.86)

N•u•ud
tab = � cb� da� ;dc = � bc� ad� ;cd: (2.87)

V~orrandi (2.87) lahendi saab esitada kujul

� ;
a

b = � ac� bdtd
c = tc

c� a
b � ta

b: (2.88)

Asendades (2.74)1 v~orrandisse (2.88) saame pingefunktsiooni aval-
dise kokkusurumatu materjali jaoks

� ;
a

b =
2

�
p

I2

��
I1

@�
@I1

+ I 2
@�
@I2

�
� a

b �
@�
@I1

� 1
c a

b

�
(2.89)

Asendades aga (2.75)1 v~orrandisse (2.88) saame pingefunktsiooni
avaldise kokkusurutava materjali jaoks

� ;
a

b =
�

� p + 2I 1
@�
@I1

�
� a

b � 2
@�
@I1

� 1
c a

b: (2.90)

Avaldistest (2.89) on v~oimalik ellimineerida kas@�
@I1

v~oi @�
@I2

kui v~otta
arvesse, et

� ;
a

a =
2

�
p

I2

�
I1

@�
@I1

+ 2I 2
@�
@I2

�
: (2.91)

Vastavad alternatiivsed kujud valemile (2.89) on

� ;
a

b �
1
2

� ;
c
c� a

b =
2

�
p

I2

@�
@I1

�
I1

2
� a

b +
� 1
c a

b

�
ja

� ;
a

b �
�

� a
b �

1
I1

� 1
c a

b

�
� ;

c
c =

4
p

I2

� I1

@�
@I2

�
�

I1

2
� a

b +
� 1
c a

b

�
:

(2.92)
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Kokkusurumatu materjali puhul saame v~orrandist (2.90)

� ;
a

a = � 2p + 2I 1
@�
@I1

(2.93)

ja avaldistest (2.90) v~oime ellimineerida kasp v~oi @�
@I1

. Vastavad
alterrnatiivsed kujud on j•argmised:

� ;
a

b �
1
2

� ;
c
c� a

b = 2
@�
@I1

�
I1

2
� a

b �
� 1
c a

b

�
ja

� ;
a

b �
�

� a
b �

1
I1

� 1
c a

b

�
� ;

c
c =

2p
I1

�
I1

2
� a

b �
� 1
c a

b

�
:

(2.94)

Kuna saadud v~orrandid sisaldavad deformatsioonitensorit
� 1
c a

b, siis
tuleb enne•ulesande lahendamist rahuldada pidevus ehk sobivustin-
gimused12

R

�
� 1
c

�

klmn = 0: (2.95)

Vaadeldaval tasapinnalisel juhul vaid komponentR1212 pole sa-
maselt null. Seega sobivustingimuste rahuldamiseks tuleb avalda-
da

� 1
c a

b avaldistest (2.89) v~oi (2.90) (v~oi nende alternatiivkujudest
(2.92) v~oi (2.94)) s~oltuvana Airy' pingefunktsioonist � ning seej•arel

asendada saadud tulemus tingimusseR

�
� 1
c

�

1212 = 0. Tulemuseks on
neljandat j•arku mittelineaarne v~orrand � suhtes. Lineaarses teoo-
rias on selleks biharmooniline v~orrand r 4� = 0.

J•argnevalt p•u•uame selgitada suuruste� ja � f•u•usikalist sisu.
Leiame summaarse j~ou millega m~ojub piirkond 1 piirkonnale 2 l•abi
kaareq0q1. J~oud r on esitatud x3 pikkus•uhiku kohta. L•ahtume sel-
lest, et

r = �
Z q1

q0

t (n )ds: (2.96)

12I. k. Compatibility conditions (vt. pideva keskkonn amehaanika loengukons-
pekt)
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Joonis 2.4: Suuruste� ja � f•u•usikaline sisu | piirkondade 1 ja 2
vastastikune m~oju.

Kuna

t (n ) = t ana = t a � ab
dxb

ds| {z }
na

: (2.97)

Asendades (2.97) ja (2.81) avaldisse (2.96) saame

r = �
Z q1

q0

� ca� ;c� ab
dxb

ds
ds = �

Z q1

q0

� ;bdxb = � ehk

r = � = � aga = � ba� ;bga:
(2.98)

J~ouga analoogne moment

m = ( pa� ;a � � ) g3; (2.99)

st momendi moodul
m = pa� ;a � �: (2.100)

Kui vaadeldava piirkonna rajajoon on koormusvaba, siis� = 0
k~oigis rajapunktides Seega avaldise (2.98)2 p~ohjal ka � ;1 = � ;2 = 0
ja � = const: k~oigis rajapunktides.
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2.5 Elastsuskonstantide
eksperimentaalne m •a•aramine

2.5.1 Sissejuhatus

Klassikalises elastsusteoorias vaadeldakse homogeenseid isotroop-
seid lineaarselt elastseid kehasid ja kasutatakse kahte materjali-
konstanti | nn. Lam�e konstanti | � e ja � e ning olekuv~orrandina
•uldistatud Hooke'i seadust

tk
l = � e

�
em

m � k
l + 2� e

�
ek

l : (2.101)

Nende konstantide m•a•aramine on suhteliselt lihtne. On vaja soorita-
da vaid kaks eksperimenti | t ~omme ja nihe. Mittelineaarse teooria
olekuv~orrandid homogeensele isotroopsele materjalile omavad aga
tunduvalt keerukamat kuju (vt. alajaotus 1.3 lk. 48). Kokkusuru-
tava materjali puhul n•aiteks

tk
l = b� 1

� 1
c k

l + b0� k
l + b1ck

l ;

kus konstandidb� s~oltuvad deformatsiooonitensori invariantidest I,
II ja III. Elastsuskonstantide m•a•aramine on siin tunduvalt keeruli-
sem, sest keskkonna mittelineaarsuse t~ottu ei saa kasutada superpo-
sitsiooni printsiipi. Koe�tsendid b� p•u•utakse m•a•arata l•abi potent-
siaali �. See lihtsustab k•ull asja, kuid kokkusurutavate materjalide
puhul on praktiliste tulemuste saamine, v•ahemalt Eringeni andmeil,
•ulimalt problemaatiline.

Allj •argnevalt vaatleme kokkusurumatuid materjale, mille ole-
kuv~orrandid avalduvad kujul (1.144)

tk
l = � p� k

l + 2
@�
@I

� 1
c k

l � 2
@�
@II

ck
l ; (2.102)

kus invariandid vastavad deformatsioonitensorile
� 1
c k

l , � = �(I ; II)
ja III = 1. Kuna deformeerumata olekus I = II = 3, siis on leitud,
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et potentsiaali � v ~oib esitada j•argmise rea kujul

� =
1X

m;n =0

Amn (I � 3)m (II � 3)n ; (2.103)

kus Amn on konstandid jaA00 = 0. Kuna v•aikeste deformatsioonide
puhul on suurused I� 3 ja II � 3 v•aikesed, siis piirdutakse reaga

� = A10(I � 3) + A01(II � 3): (2.104)

Kummilaadsete materjalide puhul kasutatakse potentsiaali

� = A10(I � 3): (2.105)

Selliseid materjale nimetatakse inglise keeles� neo-hookean mate-
rials.� Kui (2.105) ei rahulda siis kasutatakse ka potentsiaali

� = A10(I � 3) + f (II � 3); (2.106)

kus f s~oltub vaid argumendist II.

J•argnevalt esitatakse•ulevaade m~oningatest eksperimentidest, mis
algselt on teostatud Rivlini ja Sandersi poolt. Nimetatud teadlased
korraldasid terve rea eksperimente� kummist lehega� , kus tekita-
ti selliseid homogeenseid deformatsioone, kus•uks invariantidest I
v~oi II omas �kseeritud v•a•artust. Eksperimentideseeria tulemusena
saadi olekuparameetrite@�

@I ja @�
@II ning invariantide I ja II vahelised

s~oltuvused. Nii suurte kui v•aikeste deformatsioonide puhul ilmnes
eksperimentaalseid ebat•apsusi, n•aiteks kui invariandid I ja II olid
viiest v•aiksemad, muutusid tulemused v•aga tundlikuks eksperimen-
di vigade suhtes. Olekuv~orrandis (2.102) esinev tundmatu r~ohk p
m•a•arati rajatingimustest.
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2.5.2 Puhas homogeenne deformatsioon
(kokkusurumatu lehe •uhtlane laienemine)

Katse skeem on kujutatud joonisel 2.5. Ruudukujulist~ohukest kum-
mist lehte t~ommatakse risti k•ulgedega. Pikenemiskoe�tsentide� 1

ja � 2 arvutamiseks tuleb m~o~ota lehele joonistatud ruutude k•ulgede
pikkused deformeerunud olekus. Ruudu k•ulgede pikkus•uhiku kohta
m~ojuvad j~oud t1 ja t2 saadakse m~o~otes vedrudes m~ojuvad j~oud.

Joonis 2.5: Puhta homogeense deformatsiooni eksperiment |
� kummist lehe� •uhtlane t~omme ristuvates suundades.

L•ahtume olekuv~orrandeist (2.16), st.

tkk = � p + 2� 2
k
@�
@I

�
2
� 2

k

@�
@II

: (2.107)

Kuna pindadel z = � H=2 (kus H on lehe paksus)t33 = 0, siis
saame viimasest avaldisest ellimineeridap |

8
>>>>><

>>>>>:

t11 = 2
�

� 2
1 �

1
� 2

1� 2
2

� �
@�
@I

+ � 2
2
@�
@II

�
;

t22 = 2
�

� 2
2 �

1
� 2

1� 2
2

� �
@�
@I

+ � 2
1
@�
@II

�
;

t33 = tkl = 0; k 6= l

(2.108)
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Kokkusurumatuse t~ottu � 1� 2� 3 = 1. Seega invariandid

I = � 2
1 + � 2

2 +
1

� 2
1� 2

2
; II =

1
� 2

1
+

1
� 2

2
+ � 2

1� 2
2; III = � 2

1� 2
2� 2

3 = 1:

(2.109)
Lehe serva pikkus•uhiku kohta m~ojuvad j~oud t1 ja t2 avalduvad
j•argmiselt

t1 = t11
H
� 1

; t2 = t22
H
� 2

; (2.110)

kus nii serva pikkus kui lehe paksusH on m~o~odetud deformeeru-
mata olekus. Avaldistest (2.108) ja (2.110) saame avaldada@�

@I ja
@�
@II s~oltuvana j~oududestt1 ja t2 |

8
>><

>>:

@�
@I

=
1

2(� 2
1 � � 2

2)

�
� 3

1(t1=H)
� 2

1 � � � 2
1 � � 2

2

�
� 3

2(t2=H)
� 2

2 � � � 2
1 � � 2

2

�

@�
@II

=
1

2(� 2
2 � � 2

1)

�
� 1(t1=H)

� 2
1 � � � 2

1 � � 2
2

�
� 2(t2=H)

� 2
2 � � � 2

1 � � 2
2

� (2.111)

M~o~otes n•u•ud t1 ja t2 etteantud � 1 ja � 2 puhul, saab leida vastavad
@�
@I ja @�

@II v•a•artused. Avaldiste (2.109) kaudu saame omakorda vas-
tavad I ja II v •a•artused ning meil on v~oimalik esitada @�

@I ja @�
@II kui

invariantide I ja II funktsioone.

Eksperimendi k•aigus muudeti � 1 ja � 2 v•a•artusi nii, et emb-kumb,
kas I v~oi II oli j •a•av. Avaldise (2.109) p~ohjal

8
>><

>>:

� 2
2 =

1
2

�
�
I � � 2

1

�
�

q
(I � � 2

1)2 � 4� � 2
1

�
; I = const:

� 2
2 =

1
2� 2

1

�
�
II � � � 2

1 2
�

�
q �

II � � � 2
1

� 2
� 4� 2

1

�
; II = const:

(2.112)
Seega pole pikenemiskoe�tsente� 1 ja � 2 v~oimalik suvaliselt ette

anda | �kseeritud I ja II puhul on tegu suletud k ~overatega� 1 � � 2

tasandil (vt. joonis 2.6). Punktiirjooned esitavad k~overaid � 2 = � � 2
1

(t2 = 0) ja � 1 = � � 2
2 (t1 = 0), mis vastavad t~ombele servade sihis.
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Joonis 2.6: Pikenemiskoe�tsentide� 1 ja � 2 vaheline s~oltuvus inva-
riantide I ja II erinevate v•a•artuste puhul.

Tehtud eksperimendid n•aitasid, et

� @� =@I on konstantne piirkonnas 5� I < 12 ja 5 � II � 30
ning @� =@II on vaid II funktsioon;

� suhe (@� =@II) =(@� =@I) � 1=8 invariandi II v •aikeste v•a•artuste
jaoks ning kahanes kiiresti suuremate puhul;

� avaldist (2.106) v~oib kasutada siseenergia � ja invariantide
vahelise s~oltuvuse aproksimeerimiseks (m~oistlikes piires).
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2.5.3 Puhas nihe

Puhas nihe13 on selline homogeenne deformatsioon, mille puhul•uks
pikenemiskoe�tsentidest, n•aiteks � 2, hoitakse konstantne ja teisi
kahte muudetakse. Valemite (2.108)1 ja (2.110) p~ohjal

t1 = 2H
�

� 1 �
1

� 3
1� 2

2

� �
@�
@I

+ � 2
2
@�
@II

�
: (2.113)

Hoides n•u•ud � 2 = const: ja m~o~otes t1 erinevate � 1 puhul saame
joonistada suuruse@� =@I+ � 2

2@� =@II s~oltuvana teisest invariandist
II. Kuna suurusel @� =@I leiti olema konstantne v•a•artus 5 � I � 12
ja 5 � II � 30 puhul, siis saame esitada ka@� =@II ja II vahelise
s~oltuvuse.

Joonis 2.7: Puhta nihke
eksperiment.

Joonis 2.8: Suurus@� =@I + � 2
2@� =@II

s~oltuvana invariandist II. K ~over A vas-
tab puhtale nihkele (� 2 = 1) ja k ~over B
nihkele koos t~ombega (� 2 = 0; 776).

Joonis 2.7 kirjeldab vaadeldavat eksperimenti. Kitsas~ohuke kum-
miriba on kinnitatud klambrite C1 ja C2 vahele. Kui rakendada
risti klambritega j~oud t1 (m~o~odetunan pikkus•uhiku kohta) siis te-
kib joonisel kujutatud deformatsioon. Riba keskosa deformatsioon
on aproksimeeritav puhta nihke kaudu. Joonisel 2.8 esitab k~over A
katsetulemusi � 2 = 1 jaoks ja k~over B � 2 = 0; 776 jaoks. Eelmise-�

13I. k. Pure shear
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na vaadeldud eksperimendis tuvastati, et (@� =@II) =(@� =@II) = 1 =8
kui II = 5. � 2 = 1 puhul saab n•u•ud jooniselt 2.8 m•a•arata suuruse
@� =@I + @� =@II v •a•artuse (� 2 = 1 !). Edasi saab leida, et II = 5
puhul @� =@I = 1 ; 84 kg=cm2 ja @� =@II = 0 ; 23 kg=cm2. Eelmise
eksperimendi p~ohjal eeldatakse, et@� =@I = 1 ; 84 kg=cm2 = const:
ja @� =@II s~oltub vaid invariandist II. Seega saab m•a•arata @� =@II
v•a•artused suvalise II v•a•artuse jaoks.

K~overB joonisel 2.8 esitab eksperimendi tulemusi� 2 = 0; 776 jaoks.
Need tulemused l•ahevad h•asti kokku tulemustega, mis saadakse
avaldisest @� =@I + 0 ; 7762@� =@II, kui suurused @� =@I ja @� =@II
v~otta eksperimendist, kus� 2 = 1.

2.5.4 T ~omme

T~ombe14 puhul t22 = t33 = 0. Seega v~ottes avaldises (2.108)2 t22 = 0

saame� 1 = � � 2
2

t •ahist= � . Avaldis (2.108)1 ja invariandid saavad n•u•ud
kuju

t11 = 2
�

� 2 �
1
�

� �
@�
@I

+
1
�

@�
@II

�
; I = � 2 +

2
�

; II = 2 � +
1
� 2

:

(2.114)
Katsekehaks on siin•uhtlase ristl~oikega� kummikang� . Rakendatav
pikij ~oud N = At 11=� (A | ristl ~oike algpindala). Seega m~o~otes j~ou
N iga � jaoks saame arvutada@� =@I + 1 =� � @� =@II. Tulemused
on esitatud joonisel 2.9 (NB! horisontaalteljel on 1=� ). Kui kasu-
tati eelmistes eksperimentides saadud suuruste@� =@I ja @� =@II
v•a•artusi, siis leiti, et avaldise@� =@I + 1 =� � @� =@II v •a•artus •uhtis
v•aga h•asti eksperimendi tulemustega.

Joonisel 2.10 on esitatud t~ombej~oud jagatuna algpindalaga s~oltu-
vana pikenemiskoe�tsendist� .

14I. k. Simple extention
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Joonis 2.9: Suuruste 1=� ja
@� =@I + 1 =� � @� =@II vaheline
s~oltuvus.

Joonis 2.10: T~ombej~ou s~oltuvus
pikenemiskoe�tsendist

2.5.5 •Uhtlane kahedimensionaalne t ~omme

T•ahistame

� 1 = � 2 = �; � 3 = 1=� 2 = � 0; ehk � 2 = 1=� 0: (2.115)

Joonisel 2.11 kujutatud katse puhul puhutakse servadest kinnita-
tud kummikile alla ~ohku ja saavutatakse meid huvitav deformat-
sioon vaadeldava katsekeha keskosas. Joonis 2.12 esitab suuruste
@� =@I+1 =� 0�@� =@II ja 1=� 0 vahelist s~oltuvust (NB! kohal 1=� 0 = 1
toimub skaala muutus). Tabelis 1 on esitatud@� =@II ja II vaheline
s~oltuvus, eeldades, et@� =@I = const: R~ohk p keras ja t~omme T
pikkus•uhiku kohta deformeeritud kiles (punktisP) on seotud vale-
miga

p =
2T
r

; (2.116)

kus r on k~overusraadius punktisP.
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Joonis 2.11: •Uhtlane kahedimen-
sionaalne t~omme

Tabel 1

� 2 � 1=� 0 II @� =@II
@� =@I

0,5 4,25 0,16
0,6 3,69 0,26
0,7 3,35 0,33
0,8 3,14 0,39
3 9,67 0,12
5 25,4 0,06
7 49,3 0,04
9 81,2 0,03
11 121 0,035

Joonis 2.12: •Uhtlane kahedimensio-
naalne t~omme | suuruste @� =@I+1 =� 0�
@� =@II ja 1=� 0 vaheline s~oltuvus.

Joonis 2.13: •Uhtlane ka-
hedimensionaalne t~omme
| suuruste p ja � vaheli-
ne s~oltuvus.

2.5. Elastsuskonstantide eksperimentaalne m•a•aramine 87

Kuna deformeeritud olekus on kile paksusH=� 2, siis saame valemi-
test (2.108), (2.115) ja (2.116), et

p =
2Ht 11

r� 2
=

4H
r

�
1 �

1
� 6

� �
@�
@I

+ � 2 @�
@II

�
: (2.117)

Joonise 2.12 ja tabeli 1 koostamisel ongi kasutatud valemit (2.117),
st. m~o~odetaksep ja r iga � jaoks ning leitakse suurus@� =@I+1 =� 0�
@� =@II. Joonis 2.13 esitab r~ohu p ja pikenemise� vahelisi seoseid
erinevate � = ( @� =@II) =(@� =@I) v •a•artuste jaoks (a | sf •a•arilise
� ~ohupalli� algraadius.)

N •aide. ~Ohupalli t •aispuhumisel on k~oige suuremat r~ohku tarvis
algul. Kui palli diameeter on saavutanud teatud v•a•artuse, siis palli
suurendamiseks vajalik surve v•aheneb (v~ordle joonis 2.13).
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Peat •ukk 3

Valik teemasid lineaarsest
elastsusteooriast

K•aesolev peat•ukk p~ohineb ~opiku [2] 7. peat•ukil (Selected topics in
Linear Elasticity Theory).

Eeldame, et vaadeldavad elastsed kehad on isotroopsed ja homo-
geensed ning deformatsioonid on isotermilised.

3.1 P ~ohiv ~orrandid

•Uldiselt l•ahtume 1. peat•ukis esitatud p~ohiv~orrandeist, kuid lisaks
seni domineerivalt kasutatud komponentkujule esitame nad ka al-
ternatiivkujul, mis sarnaneb nn. maatriks ja vektorkirjaviisile. De-

p

formatsioonitensorite ja olekuv~orrandite puhul kasutame n•u•ud loo-
mulikult vaid lineaarseid seoseid.

1) Massi j •a•avuse seadus.

@�
@t

+ ( �v k);k = 0 ehk
@�
@t

+ � r � _u = 0: (3.1)
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Operaatorit

r = gk @
@xk

(3.2)

nimetatakse siin gradientoperaatoriks k~overjoonelistes koordinaati-
desxk ning skalaarkorrutisr� v kujutab endast vektori v divergentsi �

r � v � div v = gk �
@v
@xk

= gk � vm
;kgm = vk

;k : (3.3)

2) Cauchy liikumisseadused.

I) tkl
;l + � (f k � ak) = 0 ehk �

d2u
dt2

= r � t + � f : (3.4)

Siin t on pingetensor jaf massj~oud.

Teist j•arku tensori t = tkl gk 
 gl � tkl gkgl puhul on divergents
p

de�neeritud j •argmiselt |

r � t � div t = gk �
@t
@xk

= gk � t lm
;kglgm = tkm

;kgm : (3.5)

II) tkl = t lk ehk t = t (T)

(3.6)

3) Euleri deformatsioonitensor on n•u•ud esitatud vastavalt li-
neaarsele teooriale, st. kujul

ek
l �

�
ek

l =
1
2

�
uk

;l + ul ;
k
�

ehk e =
1
2

h
r u + ( r u)(T )

i
: (3.7)

Vektori gradient r u on siin de�neeritud l•ahtudesu kovariantsetest
komponentidest

r u = gk @u
@xk

= um;kgkgm = ( r u)mk gkgm ; (3.8)
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kus
(r u)mk = um;k (3.9)

on teist j•arku kovariantne tensor ning kui kirjutatakser u, siis pee-
takse tavaliselt silmas just •ulaltoodud kovariantset tensorit. Loo- ?
mulikult saab meetriliste tensorite abil (r u)mk indekseid t~osta ja
langetada. Analoogselt, tensor

n
(r u)(T )

o

km
= uk;m (3.10)

4) Lineaarse teooria olekuv ~orrand on antud kujul

tk
l = �e m

m � k
l + 2�e k

l ehk t = � IeI + 2� e: (3.11)

See on•uldistatud Hooke'i seadus, kus� ja � on Lam�e koe�tsen-
did, I on nn. identsustensor ja Ie deformatsioonitensorie esimene�
invariant, st.

Ie = ek
k = r � u: (3.12)

5) Sobivus- ehk pidevustingimused

ekl ;mn + emn ;kl � ekm ;ln � eln ;km = 0 (3.13)

6) Deformatsioonienergia tihedus

� =
1
2

tmn emn
(3.11)
=

1
2

�
� I2

e + 2�e mn emn
�

� 0: (3.14)
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Liikumisv ~orrandid siiretes

Asendades invariandi Ie avaldisest (3.12) olekuv~orrandisse (3.11),
saame

t = � (r � u)I + 2� e: (3.15)

Kasutades viimast tulemust, saame Cauchy I liikumisseadusele kuju

�
d2u
dt2

= r � [� (r � u)I + 2� e] + � f (3.16)

Teisendame avaldise (3.16) esimest liidetavat.
Kui A = � I , kus � on diferentseeruv skalaarv•ali, siis

r � (� I ) = Akl
;kgl = r � (3.17)

Seega v~ottas � = � r � u, saame

r � [� (r � u)I ] = � r (r � u): (3.18)

Korrutame n•u•ud avaldise (3.7) nablaga |

r � e =
1
2

�
r 2u + r (r � u)

�
: (3.19)

Siin on arvestatud, et r � r u � r 2u ja r � (r u)(T ) � r (r � u)
Asendame (3.18) ja (3.19) avaldisse (3.16) ja saame

�
d2u
dt2

= ( � + � )r (r � u) + � r 2u + � f : (3.20)

Arvestades, etr 2u = r (r � u) �r � r � u saame eelmisele v~orran-
dile kuju

�
d2u
dt2

= ( � + 2� )r (r � u) � � r � r � u + � f : (3.21)
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Viimase kaks v~orrandit, (3.20) ja (3.21) on tuntud kui Navier'
(Navier'-Cauchy) v~orrandid. Nad esitavad liikumisv~orrandid siire-
tes ja on lineaarse elastsusteooria•uhed p~ohiv~orrandid. Komponent-
kujul saab v~orrandi (3.20) avaldada kujul

(� + � )uk
;kl + �u l ;

k
k + � (f l � •ul ) = 0 : (3.22)

Kuna lineaarses teoorias eeldatakse, et nii siirde kui kiiruse gra-
diendid on v•aikesed, siis tavaliselt esitatakse v~orrandid (3.20) ja
(3.21) kujul, kus v.p. on liige � @2u

@t2 , st., materiaalse tuletise asemel
vaadeldakse osatuletist.

Navier' v~orrandid on liikumisv~orrandid ja elstostaatika •ulesannete
puhul, kus eeldatakse, siireu ei s~oltu ajast, saavad nad tasakaa-
luv~orrandite kuju |

(� + � )r (r � u) + � r 2u + � f = 0

ehk

(� + 2� )r (r � u) � � r � r � u + � f = 0

ehk

(� + � )uk
;kl + �u l ;

k
k + �f l = 0:

(3.23)

Kui rajatingimused on antud pingetes, siis on tavaline, et tasakaa-
luv~orranditena kasutatakse Cauchy I liikumisv~orrandit kujul

r � t + � f = 0: (3.24)
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3.2 Lam�e koe�tsentide seos Youngi
mooduli ja Poisson'i teguriga

Insenerirakenduste puhul kasutatakse Lam�e koeftsentide� ja � ase-
mel tavaliselt Youngi moodulit ja Poissoni tegurit. Olekuv~orrandist
(3.11) avaldame deformatsioonitensori

e =
1

2�
(t � � IeI ): (3.25)

ja leiame invariandi

I t = tk
k = I e(3� + 2� ): (3.26)

Avaldame viimasest Ie, asendame ta avaldisse (3.25) ja saame

e =
1

2�
(t �

� I t

3� + 2�
I ) ehk ek

l =
1

2�
(tk

l �
� I t

3� + 2�
� k

l ): (3.27)

Seega saab avaldada deformatsioonitensori normaal ja nihkekom-
ponendid l•abi pingetensori normaal ja nihkekomponentide kujul

ek
k =

1
2�

(tk
k �

�
3� + 2�

tk
k) ja ek

l =
1

2�
(tk

l ); k 6= l: (3.28)

(3.28)1 saab avaldada kujul
8
>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>:

e1
1 =

1
2�

�
t1

1 �
�

3� + 2�
(t1

1 + t2
2 + t3

3)
�

=
1
E

�
t1

1 � � (t2
2 + t3

3)
�

;

e2
2 =

1
E

�
t2

2 � � (t3
3 + t1

1)
�

;

e3
3 =

1
E

�
t3

3 � � (t1
1 + t2

2)
�

;

(3.29)

kus

E =
� (3� + 2� )

� + �
(3.30)
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on Youngi moodul ja

� =
�

2(� + � )
(3.31)

on Poissoni tegur. Viimasest kahest saab omakorda tuletada seosed
8
>><

>>:

1 + � =
3� + 2�
2(� + � )

=
E
2�

; � =
E

2(1 + � )
ja

� =
2��

1 � 2�
=

�E
(1 + � )(1 � 2� )

:
(3.32)

ElastsuskonstantideE ja � f•u•usikaline t•ahendus ilmneb v•aga liht-
salt t~ombekatsel. Kui xk on DRK ja n•aiteks silindriline katsekeha
on allutatud telje x3 sihilisele t~ombele nii, et t33 = to = const: ja
t11 = t22 = tkl = 0; k 6= l, siis (3.28) ja (3.29) p~ohjal

8
<

:
e33 =

to

E
; e11 = e22 = � �

to

E
ekl = 0; k 6= l:

(3.33)

Seegat33 = to = Ee33 ja me v~oime •oelda, et Youngi moodul ise-
loomustab normaalpinge ja vastava (samasuunalise) deformatsiooni
suhet. Avaldise p~ohjal

� =

�
�
�
�
e11

e33

�
�
�
� =

�
�
�
�
e22

e33

�
�
�
� ; (3.34)

st. Poissoni tegur iseloomustab p~oiksuunalise ja pikisuunalise de-
formatsiooni suhet. M~olemad konstandid on positiivsed.
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Vaatleme n•u•ud •uhtlasele h•udrostaatilisele survele alllutatud keha,
st.

tk
l = � p� k

l ; p > 0: (3.35)

Kui pingetensor on esitatav kujul (3.35), siis•oeldakse, et tegu on
h•udrostaatilise pingeseisundiga (pingusega)1. (3.35) p~ohjal

p = �
1
3

I t
(3.26)
= �

�
� +

2
3

�
�

Ie = � kIe; (3.36)

kus
k = � +

2
3

� =
E

3(1 � 2� )
(3.37)

on ruumimoodul ehk ruumpaisumismoodul ehk (EE j•argi) mahte-
lastsusmoodul2, mida t•ahistatakse tihti ka t•ahegaK . Kuna nii k
kui E on positiivsed, siis (3.37) p~ohjal peab � < 0; 5. Arvestades
viimast, saab (3.30){(3.32) p~ohjal v•aita, et ka Lam�e koe�tsendid �
ja � peavad olema positiivsed. Konstanti� nimetatakse ka nihke-
mooduliks ning t•ahistatakseG � � .

1I. k. hydrostatic stress state
2I. k. bulk modulus
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3.3 Sobivustingimused pingetes

Sobivustingimusi ehk pidevustingimusi on vaja selleks, et elastsus-
teooria •ulesandele oleks v~oimalik saada•uhene lahend siiretes. Origi-
naalis olid sobivustingimused esitatud deformatsioonide jaoks. Kui
aga rajatingimused on esitatud pindj~oudude kaudu, siis osutub va-
jalikuks esitada ka sobivustingimused l•abi pingetensori komponen-
tide. Kasutades elastsuskonstantide m•a•aratlusi (3.32) saame ole-
kuv~orrandist (3.27)

ekl =
1 + �

E

�
tkl �

�
1 + �

I tgkl

�
: (3.38)

Pannes (3.38) sobivustingimustesse (3.13) ja arvestades, et Ricci
teoreemi p~ohjal gkl ;m = 0 saame

tkl ;mn + tmn ;kl � tkm ;ln � t ln ;km =
�

1 + �

h
gkl (I t );mn + gmn (I t );kl � gkm (I t );ln � gln (I t );km

i
: (3.39)

Korrutades saadut meetrilise tensorigagmn ja lihtsustades saame �

gmn tkl ;mn + (I t );kl � tn
k;ln � tm l ; km =

�
1 + �

h
gkl gmn (I t );mn + 3 (I t );kl � 2 (I t );kl

i
: (3.40)

Kuna
gmn tkl ;mn = r 2tkl ja gmn (I t );mn = r 2I t ; (3.41)

siis saame

r 2tkl � tn
k;ln � tm

l;km +
1

1 + �
(I t );kl =

�
1 + �

gkl r 2I t : (3.42)

Elastostaatika •ulesannete puhul saame Cauchy I liikumisseadusest
(3.4), et

tn
k;ln = � �f k;l ja tm

l;km = � �f l ;k : (3.43)
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Asendades (3.43) sobivustingimustesse (3.42), saame

r 2tkl +
1

1 + �
(I t );kl �

�
1 + �

gkl r 2I t = � � (f k;l + f l ;k) : (3.44)

Viimased esitavad kuus lineaarselt s~oltumatut sobivusv~orrandit
pingekomponentides ja nad on tuntud kuiBeltrami-Michelli sobi-
vusv~orrandid ehk l•uhidalt Beltrami-Michelli v~orrandid.

Juhul kui mahuj~oud puuduvad v~oi on konstantsed, siis lihtsustuvad
viimased v~orrandid veelgi. V~otame v~orrandist (3.23)2 divergentsi,
st. r � (3.23)2. Saame ?

r � r (r � u) = r 2(r � u) = r 2Ie = 0: (3.45)

Avaldise (3.26) p~ohjal I t = tk
k = (3 � + 2� )I e. Kuna (3.45) p~ohjal

r 2Ie = 0, siis ka

r 2I t = (3 � + 2� )r 2Ie = 0: (3.46)

Seega antud juhul lihtsustuvad Beltrami-Michelli v~orrandid (3.44)
oluliselt ja saavad kuju

r 2tkl +
1

1 + �
(I t );kl = 0: (3.47)

Kui rakendada v~orrandile (3.47) Laplace'i operaatoritr 2, siis saa-
me

r 4tkl = 0; (3.48)

st. juhul kui mahuj~oud puuduvad v~oi on konstantsed, peab pin-
getensor elastostaatika•ulesannete puhul rahuldama biharmoonilist
v~orrandit (3.48). Rakendades n•u•ud biharmoonilist operaatorit r 4

olekuv~orrandile (3.38) ja arvestades, etr 4I t = r 2(r 2I t ), saame

r 4ekl = 0: (3.49)

Seega peb ka lineaarne deformatsioonitensor antud juhul rahuldama
biharmoonilist v~orrandit.
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3.4 Tasand-deformatsioon ja
tasandpinge elastostaatikas

Tasand-deformatsion ehk tasapinnaline deformatsioon 3.
Siia alla k•aivad •ulesanded, mille puhul deformastioonid on ident-
sed paralleelsetel tasanditel ja vaadeldava tasandi normaali sihis
deformatsioonid puuduvad. Seega on siirdevektori see komponent,
mis on risti vaadeldava tasandiga v~ordne nulliga ja teised kaks on
funktsioonid kahest koordinaadist vaadeldaval tasandil.

N•aitena vaatleme pikka silindrilist keha ja silindrilisi koordinaate
r � #� z. On loomulik valida z-telg silindri teljeks. Seegar � # tasan-
dis toimuvaid deformatsiooni kirjeldab siirdev•ali (u = ( ur ; u# ; uz))

ur = ur (r; # ); u# = u#(r; # ); uz = 0: (3.50)

V~ottes siirdekomponentidest kovariantsed osatuletised koordinaadi
j•argi, saame leida lineaarse deformatsioonitensori (3.7) komponen-
did

8
>>>>><

>>>>>:

err =
@ur
@r

; e## =
1
r

�
@u#
@#

+ ur

�
; ezz = 0;

er# = e#r =
1
2

�
1
r

@ur
@#

+
@u#
@r

�
u#

r

�
;

erz = ezr = e#z = ez# = 0:

(3.51)

Seega on vaid kolm deformatsioonikomponentierr , e## ja er# nullist
erinevad. Invariant

Ie = r � u =
@ur
@r

+
ur

r
+

1
r

@u#
@#

: (3.52)

3I. k. plane stress
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Olekuv~orrandi (3.11) abil saab n•u•ud avaldada pingetensori kompo-
nendid
8
>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>:

t rr = � Ie + 2�e rr = �
�

@ur
@r

+
ur

r
+

1
r

@u#
@#

�
+ 2�

@ur
@r

t## = � Ie + 2�e ## = �
�

@ur
@r

+
ur

r
+

1
r

@u#
@#

�
+ 2

�
r

�
@u#
@#

+ ur

�

tzz = � Ie + 2�e zz = �
�

@ur
@r

+
ur

r
+

1
r

@u#
@#

�

t r# = t#r = 2�e r# = �
�

1
r

@ur
@#

+
@u#
@r

�
u#

r

�

t rz = tzr = t#z = tz# = 0:
(3.53)

Erinevalt deformatsioonikomponentidest, on siin nullist erinev ka
pingekomponenttzz. Valemite (3.53)1� 3 p~ohjal

tzz = � (t rr + t## ) (3.54)

Seega, tasapinnalise deformatsiooni puhul on pingekomponenttzz

nullist erinev samal ajal kui deformatsioonikomponentezz on null.

Vaadeldud n•aite puhul oli meil viis tundmatut (kaks siirdekom-
ponenti ja kolm s~oltumatut pingekomponenti), mille m•a•aramiseks
tuleb kasutada tasakaalu- ja sobivusv~orrandeid ning massi j•a•avuse
seadust koos rajatingimustega.
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Tasandpinge ehk tasandpingus ehk tasapinnaline pingesei-
sund 4. Keha pingeseisund on tasapinnaline siis ja ainult siis kui
•uks peapingetest on null. Vaadeldud silindri puhul t•ahendab see
seda, et pingeseisund onr � # tasandi suhtes tasapinnaline, kui
nullist erinevad on vaid pingekomponendidt rr , t## ja t r# = t#r .
Olekuv~orrandi (3.11) abil saab j•allegi esitada seosed pingetensori
komponentide ja siirete vahel. Tingimusetz

z = 0 t ~ottu saame n•u•ud
8
>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>:

t rr = � Ie + 2�e rr =
2��

� + 2�

�
@ur
@r

+
ur

r
+

1
r

@u#
@#

�
+ 2�

@ur
@r

t## = � Ie + 2�e ##

=
2��

� + 2�

�
@ur
@r

+
ur

r
+

1
r

@u#
@#

�
+ 2

�
r

�
@u#
@#

+ ur

�

t r# = t#r = 2�e r# = �
�

1
r

@ur
@#

+
@
@r

�
u#

r

�

tzz = t rz = tzr = t#z = tz# = 0:
(3.55)

Seega, kuigi m~olemal vaadeldud tasapinnalisel juhul on pingekom-
ponendid avaldatavad l•abi siirdekomponentideur ja u# , on pingesei-
sundid t•aiesti erinevad | tasapinnalise deformatsiooni puhul pole
pingeseisund tasapinnaline.

4I. k. Plane strain
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3.5 Biharmoonilise v ~orrandi
lahendamine anal •u•utiliste
funktsioonide abil

Biharmooniline v~orrand, ~oigemini tema lahend, omab elastostaati-
kas v•aga suurt t•ahtsust. Ka k•aesolevas kursuses on sellest v~orran-
dist juba mitu korda juttu olnud. J •argnevalt vaatleme kuidas lei-
da biharmoonilise v~orrandi lahendit rakendades kompleksmuutuja
funktsioonide teooriat. Saadud tulemust kasutame j•argmistes ala-
jaotustes.

Vaatleme funktsiooniF (x; y), mis on reaalne ja•uhene anal•u•utiline ?
funktsioon5 klassisCr ; r � 4 ning on m•a•aratud ja t~okestatud x; y
tasandi piirkonnas 
 ( x; y on DRK). Allpool konstrueeritakse l•abi
kahe anal•u•utilise (kompleksmuutuja z = x + iy ) funktsiooni selline
funktsioon F , mis rahuldab biharmoonilist v~orrandit

r 4F = 0: (3.56)

Loomulikult saadakse lahend vaid piirkonnas 
. T•ahistame

r 2F = U(x; y); (3.57)

st. (3.56) on avaldatav kujul

r 2U �
@2U
@x2

+
@2U
@y2

= 0: (3.58)

Seega onU harmooniline funktsioon6, mis on teada Laplace'i
v~orrandi (3.58) lahendist.

5Anal•u•utiline funktsioon ehk holomorfne funktsioon ehk regulaarne funkt-
sioon | kompleksmuutuja funktsioon, mida vaadeldava piirkonna i gas punktis
saab esitada koonduva astmereana.

6Harmooniline funktsioon | Laplace'i v ~orrandit rahuldav funktsioon.
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Iga harmoonilise funktsiooniU jaoks saab leidakaasharmoonilise
funktsiooni V . FunktsiooneU ja V nimetatakse kaasharmoonilisteks
funktsioonideks kui nad rahuldavad Cauchy-Riemanni v~orrandeid

@U
@x

=
@V
@y

ja
@U
@y

= �
@V
@x

: (3.59)

Kui funktsioonid U ja V on teineteise kaasharmoonilised funktsioo-
nid, siis funktsioon

W(z) = U(x; y) + iV (x; y) (3.60)

on anal•u•utiline funktsioon. Anal•u•utilise funktsiooni integraal on
samuti anal•u•utiline funktsioon, st., et saame tuua sisse uue
anal•u•utilise funktsiooni

w(z) =
Z

W(z)dz = ' (x; y) + i (x; y); (3.61)

Diferentseeruva kompleksmuutuja funktsiooni puhul

w0(z) = W(z) =
@'
@x

+ i
@ 
@x

=
@ 
@y

� i
@'
@y

: (3.62)

Viimase avaldise p~ohjal

U =
@'
@x

=
@ 
@y

ja V =
@ 
@x

= �
@'
@y

: (3.63)

Seega on' ja  teineteise kaasharmoonilised funktsioonid. Enamgi�
veel, funktsioonid ' ja  on harmoonilised funktsioonid, st. nad
rahuldavad Laplace'i v~orrandit

r 2' = 0 ja r 2 = 0: (3.64)

Vaatleme funktsiooni

G(x; y) = F (x; y) �
1
4

(x' + y ) (3.65)
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ja n•aitame, et tegu on harmoonilise funktsiooniga (piirkonnas 
),
st.n•aitame, et G rahuldab v~orrandit

r 2G = r 2F �
1
4

r 2(x' + y ): (3.66)

Teisendame v~orrandit (3.66):

r 2(x' ) = : : :

: : : = 2
@'
@x

(3.63)
= 2U; (3.67)

r 2(y ) = : : :

: : : = 2
@ 
@y

(3.63)
= 2U; (3.68)

Asendame (3.67), (3.68)! (3.66) ja saame

r 2G = r 2F � U
(3.57)
= 0: (3.69)

Seega onG harmooniline funktsioon, sest ta rahuldab Laplace'i
v~orrandit (3.69). Avaldisest (3.65) saame avaldada

F (x; y) = G(x; y) +
1
4

(x' + y ): (3.70)

Harmoonilist funktsiooni G(x; y) saab vaadelda mingi anal•u•utilise
funktsiooni g(z) reaalosana, st.,

g(z) = G(x; y) + iH (x; y); (3.71)
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kusjuures funktsiooni g(z) imaginaarosa H (x; y) m•a•aratakse kui
G(x; y) kaasharmooniline funktsioon. Avaldist14(x' + y ) v~oib vaa-
delda kui avaldise1

4zw(z) reaalosa (z = x� iy ja w(z) on m•a•aratud ?
avaldisega (3.61)). Seega

F = Re
�

1
4

zw(z) + g(z)
�

=

=
1
2

�
1
4

zw(z) + g(z) +
1
4

zw(z) + g(z):
�

(3.72)

Kui t •ahistada
w(z) = 4 f (z) (3.73)

siis saame avaldisele (3.72) kuju

F =
1
2

�
zf (z) + g(z) + zf (z) + g(z)

�
; (3.74)

mis ongi biharmoonilise v~orrandi (3.56) •uldlahend.

3.6 Pingete jaotus ja siirdev •aljad
tasand-deformatsiooni puhul

Vaatleme elastostaatika•ulesannet DRK-s. Tasapinnalise deformat-
siooni puhul, kus deformatsioonid on m•a•aratud x � y tasapinnas,
on pingekomponendid

txz = tzx = tyz = tzy = 0: (3.75)

Seega, nullist erinevad pingekomponendid ontxx , tyy , tzz ja txy =
tyx , kusjuures

tzz = � (txx + tyy): (3.76)

Tavaliselt uuritakse sellise •ulesandep•ustituse puhul ristk•ulikulisi
plaate.
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Mahuj~oudude puudumisel saab tasakaaluv~orrand (3.24), st.
r � t + � f = 0 kuju

@txx

@x
+

@tyx

@y
= 0;

@txy

@x
+

@tyy

@y
= 0: (3.77)

Kui valida

txx =
@2F
@y2

; tyy =
@2F
@x2

; txy = �
@2F
@x@y

; (3.78)

kus F = F (x; y) on siin Airy' pingefunktsioon, siis on tasa-
kaaluv~orrandid (3.77) automaatselt rahuldatud. Peale tasakaa-
luv~orrandite (3.77) peavad olema rahuldatud ka sobivustingimused,
antud juhul Beltrami-Michelli v ~orrandid kujul (3.47), st.

r 2tkl +
1

1 + �
(I t );kl = 0:

Meil on n•u•ud k = 1; 2; 3 ja l = 1; 2; 3 asemelx; y; z ja invariant
I t = txx + tyy + tzz = (1 + � )( txx + tyy). Seega on vaja leida �

8
>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>:

r 2txx +
1

1 + �
@2

@x2
I t = : : :

r 2tyy +
1

1 + �
@2

@y2
I t = : : :

r 2txy +
1

1 + �
@2

@x@y
I t = : : :

(3.79)

Arvestades avaldisi (3.78) saame viimastest biharmoonilise v~orrandi
Airy' pingefunktsiooni jaoks |

r 4F =
@4F
@x4

+ 2
@4F

@2x@2y
+

@4F
@y4

: (3.80)
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Viimase •uldlahendi leidsime eelmises punktis l•abi kompleksmuu-
tuja funktsioonide f (z) ja g(z) ja nende kaaskomplekside. Seega
saab l•abi biharmoonilise v~orrandi lahendi avaldada pingejaotuse,
st. pingetensori komponendidtxx , tyy ja txy . Enne toome aga sisse
avaldised

8
>>>>><

>>>>>:

txx + it xy =
@2F
@y2

� i
@2F
@x@y

= � i
@
@y

�
@F
@x

+ i
@F
@y

�

ja

tyy � it xy =
@2F
@x2

+ i
@2F
@x@y

=
@

@x

�
@F
@x

+ i
@F
@y

�
:

(3.81)

Kuna F = F (z;z), siis l•aheme muutujateltx; y •ule muutujatelez;z.
Kompleksmuutuja funktsiooni tuletise leidmise valemite p~ohjal

p

@
@x

=
�

@
@z

+
@
@z

�
ja

@
@y

= i
�

@
@z

�
@
@z

�
: (3.82)

N•u•ud saame avaldistest (3.81) ja (3.82) �
8
>><

>>:

txx + it xy = 2
�

@2

@z@z
�

@2

@z2

�
F

tyy � it xy = 2
�

@2

@z@z
+

@2

@z2

�
F:

(3.83)

(3.74) ! y
8
>>>>>>><

>>>>>>>:

@2F
@z@z

= : : :

@2F
@z2 = : : : :

(3.84)

(3.84) ! (3.83) !
(

txx + it xy = f 0(z) + f
0
(z) � zf

00
(z) � g00(z)

tyy � it xy = f 0(z) + f
0
(z) + zf

00
(z) + g00(z):

(3.85)
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N•u•ud liidame ja lahutame saadud v~orrandid (3.85) |
8
<

:

txx + tyy = 2
h
f 0(z) + f

0
(z)

i
= 4Re [f 0(z)]

tyy � txx � 2it xy = 2
h
zf

00
(z) + g00(z)

i
:

(3.86)

V~otame (3.86)2-st kaaskompleksi, st.

tyy � txx + 2it xy = 2 [zf 00(z) + g00(z)] : (3.87)

Kust omakorda
(

tyy � txx = 2Re [zf 00(z) + g00(z)] :

txy = Im [ zf 00(z) + g00(z)]
(3.88)

On ilmselge, et kui funktsioonidf (z) ja g(z) oleks teada, siis saaks
(3.86)1 ja (3.88) abil m•a•arata pingekomponendidtxx , tyy ja txy .
Puuduvad funktsioonid saab leida rajatingimuste abil, st.•ulesannet
tuleb konkretiseerida. Seda teeme j•argmises alajaotuses.

J•argmisena leiame tasapinnalise deformatsiooni nullist erinevad
siirdekomponendidu(x; y) k x ja v(x; y) k y. Selleks tuleb kasutada
lineaarse elastsusteooria olekuv~orrandeid (3.11) koos deformatsioo-
nitensori de�nitsiooniga (3.7), st.

t ij = � (r � u)� ij + � (ui;j + uj;i ): (3.89)

Antud juhul, st kasutades t•ahistusi x; y; u ja v, saame
8
>>>>>>><

>>>>>>>:

t11 = txx =
@2F
@y2

= �
�

@u
@x

+
@v
@y

�
+ 2�

@u
@x

= ( � + 2� )
@u
@x

+ �
@v
@y

;

t22 = tyy =
@2F
@x2

= �
�

@u
@x

+
@v
@y

�
+ 2�

@v
@y

= �
@u
@x

+ ( � + 2� )
@v
@y

;

t21 = txy = �
@2F
@x@y

= �
�

@u
@x

+
@v
@y

�
:

(3.90)
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(3.90)1� 2 st saab avaldada osatuletised
8
>><

>>:

2�
@u
@x

= �
@2F
@x2

+
� + 2�
2� + �

r 2F

2�
@v
@y

= �
@2F
@y2

+
� + 2�
2� + �

r 2F
(3.91)

(3.57) p~ohjal r 2F = U ja (3.63) p~ohjal U = @'=@x= @ =@y.
Asendades need avaldistesse (3.91) saame

8
>><

>>:

2�
@u
@x

= �
@2F
@x2

+
� + 2�
2� + �

@'
@x

;

2�
@v
@y

= �
@2F
@y2

+
� + 2�
2� + �

@ 
@y

:
(3.92)

Viimaste integreerimisel saame
8
>><

>>:

2�u = �
@F
@x

+
� + 2�
2� + �

' + k(y);

2�v = �
@F
@y

+
� + 2�
2� + �

 + l(x);
(3.93)

kus k(y) ja l(x) on suvalised funktsioonid vastavalt argumendisty
ja x. Nende suvaliste funktsioonide olemuse m•a•aratlemiseks dife-
rentseerime (3.93)1 muutuja y j•argi ja (3.93)2 muutuja x j•argi ning
liidame tulemused |

2�
�

@u
@y

+
@v
@x

�

| {z }
(3.90)

= � @2F
@x@y

=

� 2
@2F
@x@y

+
� + 2�

2(� + � )

0

B
B
B
B
@

@'
@y

+
@ 
@x|{z}

(3.63)
= � @'

@y

1

C
C
C
C
A

+ k0(y) + l0(x): (3.94)
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Seegak0(y) + l0(x) = 0, ehk

k0(y) = � l0(x) = C1; (3.95)

kus C1 on suvaline konstant. Seega

k(y) = C1y + C2 ja l(x) = � C1x + C3; (3.96)

kus C2 ja C3 on j•allegi suvalised konstandid. Kui sellisedk(y) ja
l(x) panna siirete avaldisse (3.93), siis see osa siirdest (k(y) ja l(x)
osa) vastab nn. j•aigale deformatsioonile ja seega v~oib nad lugeday
v~ordseks nulliga. Leiame n•u•ud (3.93)1+ i (3.93)2 (kasutades valemeid
(3.61) ja (3.82)) | z

2� (u + iv ) =

�
�

@
@x

+ i
@
@y

�
F +

� + 2�
2(� + � )

(' + i ) = � 2
@F
@z

+
� + 2�

2(� + � )
w(z):

(3.97)

Arvetsadesw(z) ja F (z) avldisi (3.73) ja (3.74) saame v~ordusele
(3.97) kuju

2� (u + iv ) =
� + 3�
� + �

f (z) � zf
0
(z) � g0(z): (3.98)

Kasutades Poissoni teguri ja Lam�e koe�tsentide vahelist seost� =
�= [2(� + � )] saab anda viimasele kuju

2� (u + iv ) = (3 � 4� )f (z) � zf
0
(z) � g0(z): (3.99)

Eraldades avaldises (3.99) reaal- ja imaginaarosad saamegi m•a•arata
siirdekomponendidu ja v tasapinnalise deformatsiooni puhul.
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3.7 Pingete kontsentratsioon •uhtlaselt
pingestatud plaadis oleva elliptilise
augu •umber

K•aesolevas alajaotuses vaatleme•uhtlaselt pingestatud plaati, mis
non n~orgestatud elliptilise auguga. Eesm•argiks on leida pingete jao-
tus •umber selle elliptilise augu. Kuna auk on elliptiline, siis osutub
m~oistlikuks tuua sisse ka elliptilised koordinaadid. Kompleksarvude
puhul saab ellipsi de�neerida kujul

z = ccosh�: (3.100)

Siin z = z1 + iz 2 � x + iy ja � = � + i� on kompleksmuutujad,
x; y on DRK, �; � elliptilised koordinaadid ja c on reaalne konstant.
Avaldise (3.100) p~ohjal

z1 � x = ccosh� cos� ja z2 � y = csinh� sin�: (3.101)

Viimasest saame, et
p

x2

c2 cosh2 �
+

y2

c2 sinh2 �
= 1 ja

x2

c2 cos2 �
�

y2

c2 sin2 �
= 1: (3.102)

V~orranditega (3.102) on esitatud konfokaalsete ellipsite ja
h•uperboolide � = const: ja � = const: parv. Kuna need ellip-
sid ja h•uperboolid l~oikavad teineteist t•aisnurga all, siis moodus-
tavad � ja � ortogonaalse k~overjoonelise koordinaadistiku.T ja
N on ellipsi � = � � puutuja ja v•alisnormaal suvalises punktisP.
� = � � esitab h•uperbooli, mis l~oikab vaadeldavat ellipsit ortogo-
naalselt. # t•ahistab nurka x positiivse suuna ja v•alisnormaali N
vahel. Igas punktis on k~overjooneline koordinaat� suunatud ellip-
si v•alisnormaali suunas ja� piki tema puutujat. On selge, et igas
punktis v~oib koordinaate� ja � t~olgendada kui DRKx ja y lokaal-
sel p•o•ordel (vastup•aeva) nurga# v~orra (vastup•aeva) saadud uusi
koordinaate.
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Joonis 3.1: Elliptilised koordinaadid� ja � .

T•ahistame pingetensori elliptilistes koordinaatidesT (� ) ja DRK-s
t (z), kus � = ( �; � ) ja z = ( x; y). Siis

T = Q (T ) tQ ; (3.103)

kus Q on ortogonaalne tensor, mille maatriks (l•ahtudes DRK-st)
on

[Q] =

2

4
cos# � sin# 0
sin# cos# 0

0 0 1

3

5 : (3.104)

V•aljendatuna pingekomponentides saab (3.103) kuju
8
><

>:

T�� = txx cos2 # + 2txy sin# cos# + tyy sin2 #;

T�� = txx sin2 # � 2txy sin# cos# + tyy cos2 #;

T�� = ( tyy � txx ) sin# cos# + txy
�
cos2 # � sin2 #

�
:

(3.105)

Avaldiste (3.105), (3.86) ja (3.87) p~ohjal
8
>><

>>:

T�� + T�� = txx + tyy = 2
h
f 0(z) + f

0
(z)

i
= 4Re [f 0(z)] ;

T�� � T�� + 2iT �� = ( tyy � txx + 2it xy ) e2i# =

= 2 [zf 00(z) + g00(z)] e2i# :

(3.106)
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Joonis 3.2: •Uhtlaselt t~ommatud l~opmatu plaat elliptilise auguga
tsentris.

T•apsustame uuritavat probleemi. Vaadeldav plaat on nn. l~opmatu
plaat ja elliptilise augu poolteljed on a ja b (a > b). L~opmatu-
ses on plaadile rakendatud•uhtlane t~omme, mis on risti poolteljega
a. Ellips on m•a•aratud v~orrandiga � = � 0. Kehtivad tasapinnalise
deformatsiooni h•upoteesid, st. nullist erinevaks loetakse vaid neli
pingetensori komponentitxx ; tyy ; txy ja tzz = � (txx + tyy). Viimased
saab leida avaldistest (3.106), kuid enne tuleb formuleerida rajatin-
gimused:

l~opmatuses: tyy = t0; txx = txy = 0; (3.107)

augu serval: T�� = T�� = 0: (3.108)

Asendades rajatingimused (3.107) avaldistesse (3.106) saame
l~opmatuse jaoks

4Re [f 0(z)] = t0 ja 2 [zf 00(z) + g00(z)] e2i# = t0: (3.109)

Elliptilised koordinaadid � ja � toodi sisse avaldisega (3.100). Seega
teeb punkt •uhe tiiru •umber ellipsi kui � muutub nullist 2� . Seega
peavad ka pingekomponendid ja siirdekomponendid olema•uhesed
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ja � suhtes perioodilised perioodiga 2� . Sellest tulebki l•ahtuda
funktsioonide f (z) ja g(z) valikul | n •aiteks h•uperboolsed funkt-
sioonid sinhn� ja coshn� (n>0 t•aisarv) on perioodilised� suhtes
perioodiga 2� . Inglis [1913] pakkus v•alja j•argmise valiku

(
4f (z) = A1ccosh� + A2csinh�;

4g(z) = B1c2� + B2c2 cosh 2� + B3c2 sinh 2�;
(3.110)

kus konstandidA1; A2; B1; B2 ja B3 m•a•aratakse rajatingimustest ja
avaldise (3.100) p~ohjal z = ccosh� . P•arast rajatingimuste rahulda-
mist saavad avaldised (3.110) kuju
8
>>><

>>>:

4f (z) = ct0
��

1 + e2� o
�

sinh� � e2� o cosh�
�

;

4g(z) =

� c2t0

�
(cosh 2� 0 � cosh� ) � +

1
2

e2� 0 � cosh
�
2

�
� � � 0 �

i�
2

���
:

(3.111)
Kui t •ahistada siirdekomponente elliptilistes koordinaatidesu� ja u�

ning DRK-s u ja v., siis on nende vaheline seos esitatav kujul

u� = u cos# + v sin# ja u� = � u sin# + v cos#: (3.112)

Viimase p~ohjal
u� + iu � = e� i# (u + iv ): (3.113)

Kasutades avaldist (3.99) saab viimasest

2� (u� + iu � ) = e� i#
h
(3 � 4� )f (z) � zf

0
(z) � g0(z)

i
: (3.114)

Kuna augu servalT�� = 0, siis avaldiste (3.106) ja (3.111) p~ohjal

T��

�
�
� = � 0

= 4Re [f 0(z)] =
t0[sinh(2� 0) � 1 + e2� 0 cos(2� )]

cosh(2� 0) � cos(2� )
: (3.115)
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T�� maksimaalsed v•a•artused on seal, kus cos 2� = 1, st. kus � =
0; �; 2�; : : : , st. pikema peatelje otstes. See maksimaalne v•a•artus

maxT�� = T��

�
�
�
� � = � 0

� = 0 ;�;:::

=
t0[sinh(2� 0) � 1 + e2� 0 ]

cosh(2� 0) � 1
: (3.116)

V~orrandi (3.102) p~ohjal a = ccosh� 0, b = csinh� 0 ja c2 = a2 � b2.
Seega sinh 2� 0 = 2ab=c2, cosh 2� 0 = ( a2 + b2)=c2 ning avaldis (3.116)
saab kuju

maxT�� = T��

�
�
�
�
� � = � 0

� = 0 ;�;:::

= t0

�
1 +

2a
b

�
: (3.117)

Seega kuib ! 0, siis maxT�� ! 1 . Kui b ! 0, siis ellips l•aheneb
joonele, t•apsemalt sirgele praole. Seega ennustab lineaarne teooria
siin f•u•usikaliselt paikapidamatut.7 Kui a = b, siis on auk ringiku-
juline ja probleeme pole | max T�� = 3t0. T�� minimaalne v•a•artus
on l•uhema pooltelje otsas ja on nii ellipsi kui ringi puhul� t0.

7Mittelineaarses seades on see probleem praeguseks lahendatud.
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3.8 Lainelevi elastses keskkonnas

3.8.1 P ~ohiv ~orrandid

K•aesolevas alajaotuses tuletame harmooniliste lainete levimist kir-
jeldavad v~orrandid lineaarse elastse keskkonna jaoks. L•ahtume
punktis 3.1 tuletatud Navier' v~orrandeist (3.21) v~oi (3.22), st.,

�
d2u
dt2

= ( � + 2� )r (r � u) � � r � r � u + � f : (3.118)

Viimase kirjeldavad elastse keskkonna liikumist siiretesu. Kasuta-
des lineaarse elastsusteooria eeldust, et nii siirde kui kiiruse gra-
diendid on v•aikesed ja t•ahistades

c2
1 =

� + 2�
�

ja c2
2 =

�
�

(3.119)

saame Navier' v~orranditele kuju

@2u
@t2

= c2
1r (r � u) � c2

2r � r � u + f : (3.120)

Helmholtzi teoreemi p~ohjal saab siirdev•alja u(x; t) avaldada kujul

u = r F + r � G; (3.121)

kus F = F (x; t) ja G = G(x; t) on vaadeldavas piirkonnas pidevalt
diferentseeruvad skalaar- ja vektorfunktsioonid, mis on tuntudkui
Lam�e potentsiaalid. Helmholtzi teoreemi rakendades eeldasime, et
u on vaadeldavas piirkonnas t~okestatud, pidevalt diferentseeruv ja
et r 2 juj on t~okestatud l~opmatuses. Siinr = jx � x0j on punkti x
ja suvalise punkti x0 vaheline kaugus (tavaliselt vaadeldaksex kui
laineallika asukohta jax0 kui vaatleja asukohta).
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Kuna n•u•ud on meil kolm siirdekomponentiuk esitatud avaldisega
(3.121) l•abi nelja muutja F ja GK , siis on tekkinud nn. esimest j•arku
m•a•aramatus. Selle k~orvaldamiseks on vaja sisse tuua lisakitsendus.
•Uks, kuid mitte ainuke v~oimalus selleks on v•aita, et vektorv•ali G
peab olema divergentsi vaba, st.,

r � G = 0: (3.122)

Sellist tingimust nimetatakse kalibratsiooni tingimuseks8. Ka
v~orrandis (3.121) esinevale mahuj~oule v~oime rakendada Helmholtzi
teoreemi koos kalibratsiooni tingimusega |

f = r f 1 + r � f2; r � f2 = 0; (3.123)

kus f 1 ja f2 on vastavalt skalaar- ja vektorpotentsiaal mahuj~ou
jaoks. Sageli on ainukeseks mahuj~ouks gravitatsioonij~oud, mis oma-
korda on ajast s~oltumatu. V •aga sageli aga mahuj~oud h•uljatakse.

Asendades Navier'v~orrandeis (3.120) suurusedu ja f avaldistest
(3.121) ja (3.123), saame saame

r
�

c2
1r 2F + f 1 �

@2F
@t2

�
+ r �

�
r c2

2r 2G + f2 �
@2G
@t2

�
= 0:

(3.124)
V~orrand (3.124) on rahuldatud kui validaF ja G kui kahe v~orrandi

c2
1r 2F + f 1 =

@2F
@t2

ja r c2
2r 2G + f2 =

@2G
@t2

(3.125)

lahendid. V~orrandid (3.125) on mittehomogeensed lineaarsed lai-
nev~orrandid. Kui n•u•ud suurusedF ja G on leitud kui v~orrandeid
(3.125) ja konkreetseid raja- ning algtingimusi rahuldavad lahendid,
siis on siirdev•ali leitav avaldistest (3.121).

Lam�e potentsiaalidel on mitmeid huvitavaid omadusi, n•aiteks ka-
libreerimistingimuse t~ottu

r � u = r 2F ja r � u = �r 2G: (3.126)

8I. k. gauge condition
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Lisaks eelnimetatule v•aidab Helmholtzi teoreem, etr F kujutab
endast siirdev•alja u keerisevaba osa jar � G solenoidaalset osa |
r � r F = 0 ja r � (r � G) = 0. T •ahistame siirdev•aja solenoidaalse
osa

us = r � G: (3.127)

Seega
r � us = 0: (3.128)

Kuna lineaarse teooria puhul
�

dv � dV
dV

�

s

� (I e)s = r � us = 0; (3.129)

siis saab teha j•arelduse, et siirdev•alja solenoidaalsele osale vastav
deformatsioon on isohooriline.

Skalaarne ja vektoriaalne lainev~orrand (3.125) viitab selgelt selle-
le, et antud •ulesande lahendina saadakse kaks lainet |•uks liigub
kiirusega c1 ja teine kiirusegac2, kusjuures need kiirused s~oltuvad
materjali elastsuskonstantidest ja massi tihedusest. Kui vaatleme
t~okestamata piirkonda, siis peab siirdev•ali rahuldama veel teata-
vaid lisatingimusi:

lim
r !1

�
@u
@t

+
1
c

@u
@t

= 0;
�

ja lim
r !1

u = 0; (3.130)

kus r = jx � x0j on allika ja vaadeldava piirkonna suvalise punkti
vaheline kaugus ningc on laine kiirus (faasi kiirus). Esimene tingi-
mus, st. (3.130)1, on nn. kiirgustingimus9, mis sisuliselt t•ahendab
seda, et t~okestamata piirkonnas saab laine liikuda vaid allikast ee-
male ja l~opmatusest ei kiirgu mitte midagi tagasi. Teine tingimus,
st. (3.130)2, on nn. regulaarsustingimus, mis v•aidab, et l~opmatuses
on siirdev•ali null. Seega t~okestamata piirkonnas tuleb•uhese lahen-
di saamiseks t•aita lisaks raja- ja algtingimustele ka nn. kiirgus- ja
regulaarsustingimused.

9I. k. radiation condition
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3.8.2 Tasapinnalised harmoonilised lained

Vaatleme selliseid laineid, mille liikumine on identne paralleelse-
tel tasanditel tasanditel ning mis ei s~oltu tingimustest vaadeldava
tasandiga ristuval suunal. Sel juhul on k~oik v•aljamuutujad, kaasa
arvatud siirded, deformatsioonid ja pinged, vaadeldavad kui kahe
ruumimuutuja ja aja funktsioonid. Seega on meil tegu tasapinna-
lise •ulesandega. Lihtsuse m~ottes vaatleme juhtu, kus mahuj~oud on
h•uljatud, st., vaatleme vaid selliseid f•u•usikalisi protsesse, kus ma-
huj~oud v~oib j•atta arvesse v~otmata.

Kasutame DRK x1 � x; x2 = y ja x3 = z. Vastavaid siirdekompo-
nente t•ahistameu1 = u; u2 = v ja u3 = w. Avaldise (3.121) kohaselt
on siirdekomponendid esitatavad l•abi Lam�e potentsiaalide F ja G
kujul

uk = � kl F;l + eklm Gm;l : (3.131)

Kuna tasapinnalsel juhul s~oltuvad k~oik v•aljamuutujad vaid kahest
ruumikoordinaadist, n•aiteks x1 = x ja x2 = y, siis saavad v~ordused
(3.131) kuju

u1 =
@F
@x1

+
@G3
@x2

; u2 =
@F
@x2

�
@G3
@x1

; u3 =
@G2
@x1

�
@G1
@x2

: (3.132)

T•ahistadesG3 = G, saab viimase esitada kujul

u =
@F
@x

+
@G
@y

; v =
@F
@y

�
@G
@x

; w =
@G2
@x

�
@G1
@y

: (3.133)

Lam�e potentsiaalid leitakse lainev~orranditest (3.125).
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Et leida pingejaotust, asendame siirdekomponendid (3.133) ole-
kuv~orranditesse (3.89). Saame

8
>>>>>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

txx = � r 2F + 2�
�

@2F
@x2

+
@2G
@x@y

�
;

tyy = � r 2F + 2�
�

@2F
@y2

�
@2G
@x@y

�
;

tzz = � r 2F;

txy = �
�

2
@2F
@x@y

�
@2G
@x2

+
@2G
@y2

�
;

tyz = �
�

@2G2

@x@y
�

@2G1

@y2

�
;

tzx = �
�

@2G2

@x2
�

@2G1

@x@y

�
;

(3.134)

kus r 2 = @2

@x2 + @2

@y2 .

Standardne meetod lainev~orrandite (3.125) lahendamiseks� har-
moonilistes lainetes� on j•argmine. Lainev~orrandi lahend esitatakse
kujul

u(x; t) = aReE; E = exp[i (k � x � !t )]: (3.135)

Siin a ja k on konstantsed vektorid, mida nimetatakse vastavalt
amplituudivektoriks ja lainevektoriks, k � x � !t on laine faas ning
! laine ringsagedus (nurksagedus). Sellisel juhul on siirdev•alja pe-
riood T = 2�=! . Lainevektori f•u•usikaline sisu on j•argmine | laine-
vektor k m•a•arab laine levimissuuna ja tema moodulk = jkj annab
lainearvu. Viimane on omakorda seotud lainepikkusegal = 2�=k
ehk k = 2�=l . Suurust

c =
l
T

=
!
k

(3.136)

nimetatakse faasikiiruseks ja ta m•a•arab laine levimise kiiruse. Kui
t •ahistame laine levimissuunda m•a•arava •uhikvektori n, siis

k = nk: (3.137)



3.8. Lainelevi elastses keskkonnas 120

Pinda, mille lokaalseks normaaliks onn, nimetatakse laine frondiks.
Frondi v~orrandi saaame avaldisest (3.135)2 |

k � x � !t = kn � x � !t = knpxp � !t = const:; p= 1; 2: (3.138)

On selge, et frondi v~orrand s~oltub ajast.

Enne avaldiste (3.135) asendamist Navier' v~orrandeisse (3.120) loo-
bume kokkuleppeliselt t•ahistusest Re avaldises (3.135) ning toome
sisse m~oningad lihtsustused.

8
>>>>>><

>>>>>>:

r E = gm @E
@xm

= igmkmE ) r = ik = ik n;

r (r � u) = � (n 
 n � a)k2E;

r � r � u = ( a � n 
 n � a)k2E;

@2u
@t2

= � a! 2E;

(3.139)

kus n 
 n on vektori n v•aliskorrutis (tensorkorrutis) iseendaga.
Asendame n•u•ud siirdevektori (3.135) Navier' v~orrandeisse (3.120).
Arvestades lihtsustusi (3.139) saame

��
c2 � c2

2

�
I �

�
c2

1 � c2
2

�
n 
 n

�
� a = 0: (3.140)

Siin c = !=k on faasikiirus ning nii identsustensorI kui vektorid n
ja a on de�neeritud (x1; x2) tasandil.

V~orrand (3.140) omab•uhest lahendit a suhtes kui

det(mB) = 0 ; (3.141)

kus

m = c2 � c2
2; B = I �

1
m

�
c2

1 � c2
2

�
n 
 n: (3.142)

Kuna B on esitatav 2� 2 maatriksina, siis

det(mB) = m2 det(B ): (3.143)
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Omakorda

det(B ) = 1 �
1
m

�
c2

1 � c2
2

�
=

c2 � c2
1

c2 � c2
2
; (3.144)

sest det(I � b 
 c) = det( � k
l � bkcl ) = 1 � b � c kui b ja c on de�-

neeritud ruumis E 2. Seega, arvestades (3.144) on tingimus (3.141)
esitatav kujul

(c2 � c2
1)(c2 � c2

2) = 0 : (3.145)

Viimane tingimus viitab veelkord sellele, et elastses keskkonnas on
v~oimalik kaks erinevat laine liikumist | •uks toimub faasikiirusega
c = c1 = [( � + 2� )=� ]1=2 ja teine faasikiirusegac = c2 = ( �=� )1=2.

Juht c = c1. Sel korral saame v~orrandist (3.140)

a = n(n � a): (3.146)

Viimane avaldis •utleb, et siirdevektor u on laine levimissuunaga
samasihiline | a k n. Selliseid laineid nimetatakse pikilaineteks ja
nad levivad kiirusegac1 = [( � + 2� )=� ]1=2. Kuna avaldiste (3.135),
(3.137) ja (3.139) p~ohjal

r � u = � ikE n � n(n � a) = 0 ; (3.147)

siis on pikilaine alati nn. mittep•o•orlev laine (keerisevaba laine). Va-
hel nimetatakse neid ka paisumislaineteks10.

Juht c = c2. N•u•ud on (3.140) p~ohjal

n � a = 0; (3.148)

mis t•ahendab, et siirdevektoru on risti laine levimissuunagan, st.,
et siirdevektor asub liikuva lainefrondi tasandil. Sellist lainet ni-
metatakse p~oiklaineks ehk ristlaineks ehk nihkelaineks. Tema levib
kiirusegac2 = ( �=� )1=2. Antud juhul

Ie = r � u = ik n � aE = 0 (3.149)
10I. k. dilatational waves
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ja seega on tegu isohoorilise protsessiga (vt. (3.129) lk. 117).

Tasapinnaliste harmooniliste lainete puhul nimetatakse pikilainet
primaarseks11 ja p~oiklainet sekundaarseks12, sest kunac1 > c2, siis
n•aiteks maav•arina puhul saabub esimene varem.

3.8.3 Rayleigh' lained

K•aesolevas punktis vaadeldakse pinnalaineid (n•ait. seismilised lai-
ned). Pinnalaine kujutab endast h•airitust, mis liigub l •abi keskkonna
nii, et tema m~oju on oluline vaid kitsas piirkonnas keskkonna piir-
pinna l•ahedal. Selliste lainete amplituud v•aheneb kiiresti s•ugavuse
kasvades ja lained levivad pinnakihtide puutujate sihis. Vaadeldava
teooria loojaks peetakse Rayleigh't (1885).

Vaatleme elastset poolruumiy � 0, mis on piiratud tasandiga
y = 0 ning alajaotuste 3.8.1 ja 3.8.2 tulemusi.z� telje (mis on

Joonis 3.3: Elastne poolruum

risti xy tasandiga) sihis ulatub keskkondz = �1 . K~oik vaadel-
davad f•u•usikalised suurused s~oltuvad vaid muutujatest x; y ja t.

11I. k. primary wave, P-wave
12I. k. secondary wave, S-wave

3.8. Lainelevi elastses keskkonnas 123

Massj~oudude puudumisel saavad v~orrandid (3.125) kuju

r 2F =
1
c2

1

@2F
@t2

; r 2G =
1
c2

2

@2G
@t2

; (3.150)

kus konstandidc1 ja c2 leitakse valemitest (3.119),F ja G on vas-
tavalt Lam�e skalaarpotentsiaal ja vektorpotentsiaali G z� telje si-
hiline komponent (vt. (3.132)). (Kuna me oleme huvitatud vaidxy
tasandil toimuvast, siis ei pakuG1 ja G2 huvi.)

Eeldame, ety = 0 on vaba pind ja seega on rajatingimused pingete
jaoks esitatavad kujul

txy = tyy = 0; kui y = 0: (3.151)

Siirde ja pingev•aljad on esitatud vastavalt avaldistega (3.133) ja
(3.134).

Antud •ulesande puhul otsime lainev~orrandeile (3.150) selliseid la-
hendeid F ja G, mille puhul laine amplituud kahaneb kiiresti
s•ugavusey kasvades ning millel on sama periood nii ajat kui koordi-
naadi x j•argi (sest nad koos peavad rahuldama Navier' v~orrandeid).
Seega on lainev~orrandite (3.150) lahendid on esitatavad kujul

(
F (x; y; t ) = aexp [� �y + ik (x � ct)] ;

G(x; y; t ) = bexp [� �y + ik (x � ct)] ;
(3.152)

kus a ja bon lainete amplituudid, � ja � | sumbuvustegurid (amp-
lituud peab kiiresti v•ahenema s•ugavuse kasvades),k | lainearv ja
c | faasikiirus.
•Uldiselt v~oivad suuruseda; b; �; � ja c olla mittelineaarsed funkt-
sioonid ringsagedusest! (v~oi lainearvust k v~oi lainepikkusest l).
Seega kui faasikiirusc(k) = ! (k)=k 6= const:, siis iga algh•airitust
moodustav harmooniline laine levib erineva kiirusega ja laine kuju
muutub oluliselt. Sellist n•ahtust nimetatakse dispersiooniks.
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Kui panna kompleksed avaldised (3.152) v~orranditesse (3.150), siis
saame reaalarvulise faasikiiruse eksisteerimise tingimuse

� 2 = k2

�
1 �

c2

c2
1

�
; � 2 = k2

�
1 �

c2

c2
2

�
: (3.153)

See reaalarvuline faasikiirus leitakse rajatingimustest. Algul asen-
dame avaldised (3.152) ja (3.153) pingete avaldistesse (3.134) ja
rakendame rajatingimusi (3.151). Saame v~orrandis•usteemi

�
2i�
k

a +
�

1 +
� 2

k2

�
b= 0;

�
1 +

� 2

k2

�
a +

2i�
k

b= 0 (3.154)

amplituudide a ja b m•a•aramiseks. Vaadeldaval v~orrandis•usteemil
on mittetriviaalne lahend siis ja ainult siis kui

�
1 +

� 2

k2

� 2

�
4��
k2

= 0: (3.155)

Asendades� (c) ja � (c) avaldistest (3.153) v~orrandisse (3.155) saa-
me v~orrandi faasikiiruse c leidmiseks. V~orrand (3.155) on tuntud
kui Rayleigh' v~orrand. T•ahistame

� =
c2

c2
2
; m =

c2
2

c2
1

=
1 � 2�

2(1 � � )
; (3.156)

kus � on Poisson'i koe�tsent. Kuna 0� � � 1=2, siis ka 0� m �
1=2 ja kui � kasvab, siism kahaneb. Avaldised (3.153) ja Rayleigh'
v~orrand (3.155) saavad n•u•ud kuju

� = k(1 � m� )1=2; � = k(1 � � )1=2 (3.157)

ja
R(� ) = (2 � � )2 � 4(1 � � )1=2(1 � m� )1=2 = 0: (3.158)

Et vabaneda viimases ruutjuurtest, korrutame teda avaldisega

M (� ) = (2 � � )2 + 4(1 � � )1=2(1 � m� )1=2 (3.159)
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ning saame

�
�
� 3 � 8� 2 + 8� (3 � 2m) � 16(1� m)

�
= 0: (3.160)

Lahend� = 0 ei sobi, sest siis kac = 0 ja laine ei leviks. Seega tuleb
lahendada kuupv~orrand

N (� ) = � 3 � 8� 2 + 8� (3 � 2m) � 16(1� m) = 0 : (3.161)

Kuna N (0) < 0 ja N (1) > 0, siis j•arelikult leidub vahemikus
0 < � < 1 v•ahemalt •uks v~orrandi (3.161) juur � 1 = c2=c2

2 (vastav
c on reaalne jac < c2).

V~orrandite (3.158){(3.161) p~ohjalik anal•u•us n•aitab, et � 1 ongi ainus
reaalse faasikiiruse tagav ja v~orrandit (3.158) rahuldav � v•a•artus.
Saadud reaalset pinnalaine kiirust

cR = ( � 1)1=2c2 (3.162)

nimetatakse Rayleigh' laine kiiruseks.

Eringen ja Suhubi (1975) on leidnud Rayleigh' laine kiirusi v•aga
mitmete materjalide jaoks, nende j•argi:

kokkusurumatu materjal, � = 0; 5; cR = 0; 9553c2;

teras, � = 0; 29; cR = 0; 9258c2;

nn. Poisson'i materjal, � = 0; 25; cR = 0; 9194c2:

KasutadescR v•a•artust Poisson'i materjali jaoks saame l•abi avaldiste
(3.133) siirdekomponendid kujul

8
>>><

>>>:

u = � kA[exp(� 0; 8475ky)�

� 0; 5773 exp(� 0; 3933ky)] sin[k(x � cR t)];

v = kA[� 0; 8475 exp(� 0; 8475ky)+

+ 1; 4679 exp(� 0; 3933ky)] cos[k(x � cR t)];

(3.163)

kus A on ampituudi tegur. Vastavad pingekomponendid saadakse
avaldistest (3.134).
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Peat •ukk 4

Valik klassikalisi
inseneriprobleeme

4.1 Sissejuhatus

K•aesolesvas peat•ukis esitatav materjal p~ohineb Timoshenko & Goo-
dieri ~opikul \Theory of Elasticity"

T •ahistused

� � | normaalpinge; � x , � y, � z | normaalpinge komponendid
(pingetensori normaalkomponendid).

� � | nihkepinge; � xy = � yx , � xz = � zx , � yz = � zy | nihkepinge
komponendid.

� Siirdevektori komponendidu k x, v k y, w k z on l~opmata
v•aikesed pidevalt muutvad (•ule kogu vaadeldava keha ruum-
ala) suurused.
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Deformatsioonitensori komponendid
8
>><

>>:

" x =
@u
@x

; "y =
@v
@y

; "z =
@w
@z

;

 xy =
@u
@y

+
@v
@x

;  xz =
@u
@z

+
@w
@x

;  yz =
@v
@z

+
@w
@y

:
(4.1)

NB! tensort•ahistuse puhul 2
�
e12 =  xy jne.

Olekuv ~orrand | Hooke'i seadus

� Vaatleme vaid nn. v•aikeseid deformatsioone.

� T~ommex telje sihis (� x 6= 0; � y = � z = � xy = : : : = 0))

" x =
� x

E
; "y = " z = � �

� x

E
; (4.2)

kus E on Youngi moodul ja� Poisson'i koe�tsent. T~ombel y
telje v~oi z telje sihis | analoogsed seosed.

� Nn. kolmeteljelisel t~ombel
8
>>>>><

>>>>>:

" x =
1
E

[� x � � (� y + � z)];

" y =
1
E

[� y � � (� x + � z)];

" z =
1
E

[� z � � (� y + � x )];

(4.3)

� Nihkel

 xy =
� xy

G
;  yz =

� yz

G
;  xz =

� xz

G
;

G =
E

2(1 + � )
| nihkeelastsus moodul.

(4.4)
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� Deformatsioonikomponendid" : ja  :: on •uksteisest s~oltuma-
tud.

� Normaalpingete summa

� = � x + � y + � z: (4.5)

� Ruumpaisumine

e = " x + " y + " z =
1 � 2�

E
: (4.6)

H•udrostaatilisel survel� x = � y = � z = � p ja

e = �
3(1 � 2� )

E
p = �

p
k

(4.7)

kus k = E=[3(1 � 2� )] (see pole Timo�senko ja Goodieri
t •ahistus) on ruumpaisumis moodul ehk ruumi moodil.

� (4.3) p•o•ordteisendus
8
><

>:

� x = �e + 2G"x ;

� y = �e + 2G"y;

� z = �e + 2G"z;

(4.8)

kus
� = �E= [(1 + � )(1 � 2� )] ja � = G (4.9)

on Lam�e konstandid.

Tasapinnalised •ulesanded

� Tasapinnaline pingeseisund (tasandpingus) | � z = � xz =
p

� zx = � yz = � zy = 0, teised pingekomponendid on nullist
erinevad. V~oib veel t•aiendavalt eeldada, et pinge ei s~oltu koor-
dinaadist z.
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� Tasapinnalisel deformatsioonilw = 0 ja u = u(x; y) ning
v = v(x; y). N•u•ud on vaja leida vaid kolm nullist erinevat
s~oltumatut pingekomponenti � x , � y ja � xy |

(
� z = � (� x + � y);

 yz =  zy =  xz =  zx = � xz = � zx = � yz = � zy = 0:
(4.10)

� Tasapinnalisel juhul saadakse tasakaalu diferentsiaal v~orran-
did elementaarristk•uliku tasakaalu tingimustest �

8
>><

>>:

@�x
@x

+
@�xy

@y
+ f x = 0;

@�y
@y

+
@�xy

@x
+ f y = 0;

(4.11)

kus f on mahuj~oud (st. dim f = j ~oud/ruumala).

� Rajatingimused (
tx = l� x + m� xy ;

ty = m� y + l� xy ;
(4.12)

kus t on pindj~oud ja l; m | pinnanormaali N suunakoosinu-
sed.

� Sobivus- ehk pidevustingimused (kolm deformatsioonikompo-
nenti ja kaks siirdekomponenti).

" x =
@u
@x

; "y =
@v
@y

;  xy =
@u
@y

+
@v
@x

)

@2" x

@y2
+

@2" y

@x2
=

@2 xy

@x@y

(4.13)

� Tasapinnalise deformatsiooni puhul saame valemeist (4.3) ja
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(4.4) 8
>>>>><

>>>>>:

" x =
1
E

[(1 � � 2)� x � � (1 + � )� y];

" y =
1
E

[(1 � � 2)� y � � (1 + � )� x ];

 xy =
� xy

G
:

(4.14)

� Kombineerides valemeid (4.14), sobivustingimusi (4.13) ja ta-
sakaaluv~orrandeid (4.11) saame sobivustingimused pingetes

�
@2

@x2
+

@2

@y2

�
(� x + � y) = �

1
1 � �

�
@fx
@x

+
@fy
@y

�
: (4.15)

Viimase v~orrandi p~ohjal selgub, et kui mahuj~oud on konstant-
sed, siis ei sisalda sobivusv~orrand materjalikonstantne.

� Tasandpinguse puhul saame avaldistest (4.3) ja (4.4)

" x =
� x � �� y

E
; "y =

� y � �� x

E
;  xy =

� xy

G
: (4.16)

� Kombineerides n•u•ud avaldisi (4.16), sobivustingimusi (4.13)
ja tasakaaluv~orrandeid (4.11) saame v~orrandi

�
@2

@x2
+

@2

@y2

�
(� x + � y) = � (1 + � )

�
@fx
@x

+
@fy
@y

�
: (4.17)

Ka v~orrand (4.17) (nagu ka sobivusv~orrand (4.15)) annab
konstantsete mahuj~oudude puhul tulemuseks

�
@2

@x2
+

@2

@y2

�
(� x + � y) = 0 ; (4.18)

mis ei sisalda materjalikonstante.
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Airy' pingefunktsioon. Vaatleme juhtu, kus ainuke mahuj~oud
on keha kaal. Seega kuiy telg on suunatud alla, siisf x = 0 ja
f y = �g ning tasakaaluv~orrandid (4.11) saavad kuju

8
>><

>>:

@�x
@x

+
@�xy

@y
= 0;

@�y
@y

+
@�xy

@x
+ �g = 0:

(4.19)

Need tuleb lahendada koos sobivustingimustega (4.18) ja rajatingi-
mustega (4.12).

V•aga tihti tuuakse nende v~orrandite lahendamiseks sisse Airy' pin-
gefunktsioon ' = ' (x; y), mis on seotud pingekomponentidega
j•argmisel moel:

� x =
@2'
@y2

� �gy ; � y =
@2'
@x2

� �gy ; � xy = �
@2'

@x@y
: (4.20)

Sellise' valiku puhul on tasakaaluv~orrandid (4.19) automaatselt
rahuldatud. Pingekomoponentide (4.20) asendamisel v~orrandisse
(4.18) saame biharmoonilise v~orrandi

@4'
@x4

+ 2
@4'

@2x@2y
+

@4'
@y4

= 0: (4.21)

Seega tuleb leida selline funktsioon' , mis rahuldab nii diferent-
siaalv~orrandit (4.21) kui ka rajatingimusi (4.12).
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4.2 Biharmoonilise v ~orrandi lahenda-
mine pol •unoomides

Vaadeldav l•ahenemisviis on rakendatav kui uuritakse pikki
ristk •ulikulisi plaate v~oi talasid.

A) Ruutpol•unoom

' 2 =
a2

2
x2 + b2xy +

c2

2
y2: (4.22)

Sellise valiku puhul on biharmooniline v~orrand (4.21) automaatselt
rahuldatud. Massj~oude h•ulgamise puhul saame avaldistest (4.20)
pingekomponendid kujul

� x = c2; � y = a2; � xy = � b2: (4.23)

Selline pingeseisund t•ahendab a2 > 0 ja c2 > 0 puhul •uhtlast

Joonis 4.1: Ruutpol•unoomile vastavad rajatingimused.

t~ommet kahes ristuvas sihis koos•uhtlase nihkega. Vastavad rajatin-
gimused on esitatud joonisel 4.1. V~ottes osa pol•unoomi koe�tsente
v~ordseks nulliga, saab rajatingimusi varieerida.
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B) Kuuppol•unoom

' 3 =
a3

3 � 2
x3 +

b3

2
x2y +

c3

2
xy2 +

d3

3 � 2
y3: (4.24)

Ka antud juhul on biharmooniline v~orrand (4.21) automaatselt ra-
huldatud. Pingete avaldiste (4.20) p~ohjal aga

� x = c3x + d3y; � y = a3x + b3y; � xy = � b3x � c3y: (4.25)

Joonis 4.2: Kuuppol•unoomile vastavad rajatingimused: a)d3 6= 0,
a3 = b3 = c3 = 0 ja b) b3 6= 0, a3 = c3 = d3 = 0

� Valides n•u•ud vaid d3 6= 0 saame puhtale paindele vastava
pingeseisundi. Vastavad rajatingimused on esitatud joonisel
4.2 a).

� Vaid b3 6= 0 | pindadel y = � c m~ojuvad pinged � y = � b3y
ja � yx = � b3x ning pinnal x = l pinge � xy = � b3l (joonis 4.2
b)).

� Vaid c3 6= 0 . . .

� Vaid a3 6= 0 . . .
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Teist ja kolmandat j•arku pol•unoomide puhul polnud vaja esita-
da t•aiendavaid kitsendusi pol•unoomide koe�tsentidele, sest bihar-
mooniline v~orrand oli automaatselt rahuldatud. K~orgemat j•arku
pol•unoomide puhul pole asi aga enam nii lihtne.

C) Neljandat j•arku pol•unoom

' 4 =
a4

4 � 3
x4 +

b4

3 � 2
x3y +

c4

2
x2y2 +

d4

3 � 2
xy3 +

e4

4 � 3
y4: (4.26)

N•u•ud on biharmooniline v~orrand (4.21) rahuldatud vaid juhul kui

e4 = � (2c4 + a4) (4.27)

ning pingekomponendid (4.20) saavad kuju

8
>><

>>:

� x = c4x2 + d4xy � (2c4 + a4)y2;

� y = a4x2 + b4xy + c4y2;

� xy = �
b4

2
x2 � 2c4xy �

d4

2
y2:

(4.28)

Kuna koe�tsentide a4; : : : ; d4 valik on vaba, siis on (4.28) abil
v~oimalik kirjeldada mitmesuguseid rajatingimusi. N•aiteks kui vaid
d4 > 0 on nullist erinev pol•unoomi koe�tsent, siis

� x = d4xy; � y = 0; � xy = �
d4

2
y2: (4.29)

Vastavad rajatingimused
8
>>>>><

>>>>>:

y = � c; �yx = �
d4

2
c2;

x = 0; � xy = �
d4

2
y2

x = l; � xy = �
d4

2
y2; � x = d4ly:

(4.30)
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Joonis 4.3: Neljandat j•arku pol•unoomile vastavad rajatingimused
d4 > 0 ja a4 = b4 = c4 = 0 puhul.

on kujutatud joonisel 4.3.

Vaatleme•uhikulise paksusega plaati. Leiame plaadi kontuuril m~oju-
vatest pingetest p~ohjustatud j~oupaaride momendid (vt. joonis 4.3)

8
>>>>><

>>>>>:

M (� xy ) = � 2
Z c

0
j� xy j ldy = : : : = �

d4lc3

3
;

M (� yx ) = 2 j� yx j lc = : : : = d4lc3;

M (� x ) = � 2
Z c

0
� xydy = : : : = �

2d4lc3

3
:

(4.31)

Seega on antud juhul (st. juhul kui m•o•oda plaadi kontuuri on raken-
datud joonisel 4.3 kujutatud pindj~oud) plaadile m~ojuv j~ous•usteem
tasakaalus.

Kui vaid c4 > 0 oleks nullist erinev pol•unoomi koe�tsent, siis saak-
sime avaldistest (4.28)

� x = c4x2 � 2c4y2; � y = c4y2; � xy = � 2c4xy: (4.32)

Jne., jne.
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D) Viiendat j •arku pol•unoom

' 5 =
a5

5 � 4
x5 +

b5

4 � 3
x4y +

c5

3 � 2
x3y2 +

d5

3 � 2
x2y3 +

e5

4 � 3
xy4 +

f 5

5 � 4
y5:

(4.33)
N•u•ud on biharmooniline v~orrand (4.21) rahuldatud kui

e5 = � (2c5 + 3a5) ja f 5 = �
1
3

(b5 + 2d5): (4.34)

Pingekomponendid
8
>>>>>><

>>>>>>:

� x =
@2' 5

@y2
= : : :

� y =
@2' 5

@x2
= : : :

� xy = �
@2' 5

@x@y
= : : :

(4.35)
Valides vaidd5 > 0 nullist erinevaks pol•unoomikoe�tsendiks, saame
pingejaotuse

� x = d5(x2y �
2
3

y3); � y =
1
3

d5y3; � xy = � d5xy2: (4.36)

Viimasele vastavad rajatingimused
8
>>>>><

>>>>>:

y = � c; � y = �
1
3

d5c3; � yx = � d5xc2

x = 0; � x = �
2d5y3

3
; � xy = 0;

x = l; � x = d5(l2y �
2
3

y3); � xy = � d5ly2:

(4.37)

Kuna biharmooniline v~orrand (4.21) on lineaarne diferent-
siaalv~orrand, siis on tema lahendiks ka suvaline lahendite super-
positsioon. Seega, liites eespool leitud elementaarlahendeid, saame
leida meid huvitava probleemi lahendi.
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Kui n •u•ud pingekomponendid on m•a•aratud, siis saab Hooke'i sea-
duse (4.3) ja (4.4) abil leida deformatsioonikomponendid" x , " y

ja  xy . Viimastest omakorda aga siirdekomponendid kui diferent-
siaalv~orrandite

@u
@x

= " x ;
@v
@y

= " y;
@u
@y

+
@v
@x

=  xy (4.38)

lahendidu ja v. T~osi k•ull, (4.38) ei m•a•ara siirdekomponente•uheselt.
Kui lisada siirdekomponentideleu ja v lineaarfunktsioonid, vasta-
valt

u1 = a + by ja v1 = c � bx; (4.39)

siis j•a•ab (4.38) kehtima (a; b; con konstandid). Konstandid a ja c
m•a•aravad j•aiga keha r•o•opliikumise ja konstant b j•aiga keha p•o•orde
•umber z telje v•aikese nurga v~orra.

Konkreetsete •ulesannete puhul p•o•ordume diferentsiaalv~orrandite
(4.38) juurde tagasi.

4.3 Saint-Venant'i printsiip

Elastse keha pinna v•aikesele osale m~ojuva j~ous•usteemi asenda-
mine staatiliselt ekvivalentsega muudab oluliselt lokaalseid pin-
geid j~oudude rakenduskoha l•ahedal, kuid praktiliselt ei m~ojuta
pingeid punktides, mis asuvad piisavalt kaugel pinnaosast, kus
j~ous•usteemi muudeti. Kaugust tuleb v~orralda vaadeldava pinnaosa
lineaarm~o~otmetega. M~ojud (t •aiendavad pinged ja deformatsioonid)
v•ahenevad geomeetrilise progressiooni kiirusega.
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4.4 Konsooli paine

Vaatleme kitsa ristk•ulikulise ristl~oikega konsooli, mille vabas otsas
(x = 0) on rakendatud j~oud P, mida v~oib vaadelda kui otspinnal
m~ojuvate nihkepingete peavektorit (joonis 4.4). Konsooli pealmine
ja alumine pind on pingevabad ja otsx = l j•aigalt kinnitatud.

Joonis 4.4: Kitsa ristk•ulikulise ristl~oikega konsool pikkusegal,
k~orgusega 2c ja paksusega 1.

Sellist olukorda saab vaadelda kui superpositsiooni puhtast nihkest
(alajaotus 4.2 A valemid (4.23)a2 = c2 = 0 ja b2 6= 0) ja valemitega
(4.29) esitatud juhust (alajaotus 4.2 Ca4 = b4 = c4 = e4 = 0 ja
d4 6= 0). Saame

� x = d4xy; � y = 0; � xy = � b2 �
d4

2
y2: (4.40)

Rajatingimused

� yx jy= � c = � xy jy= � c = 0 ) d4 = �
2b2

c2
; (4.41)

X
Fiy

�
�
�
x=0

= P = �
Z c

� c
� xy dy =

Z c

� c

�
b2 �

b2

c2
y2

�
dy

) b2 =
3P
4c

: (4.42)
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Pannes n•u•ud konstandidb2 ja d4 valemitest (4.41) ja (4.42) pingete
avaldisse (4.40) saame

� x = �
3P
2c3

xy; � y = 0; � xy = �
3P
4c

�
1 �

y2

c2

�
: (4.43)

Arvestades, et inertsimomentI � I z = 2c3=3, siis

� x = �
P
I

xy; � y = 0; � xy = �
P
2I

(c2 � y2): (4.44)

Lahend on t•apne Saint-Venanti printsiibi m~ottes, st., 4.2 C puhul
on tala otsas nihkepinged paraboolse jaotusega.

Leiame n•u•ud siirdekomponendidu ja v. Hooke'i seadusest
8
>>>>>><

>>>>>>:

" x =
@u
@x

=
� x

E
= �

P
EI

xy;

" y =
@v
@y

= � �
� x

E
=

�P
EI

xy;

 xy =
@u
@y

+
@v
@x

=
� xy

G
= �

P
2IG

(c2 � y2):

(4.45)

Integreerime (4.45)1;2 |

u = �
P

2EI
x2y + f (y); v =

�P
2EI

xy2 + f 1(x): (4.46)

Pannes (4.46) valemisse (4.45)3 saame

�
P

2EI
x2 +

df (y)
dy

+
�P
2EI

y2 +
df 1(x)

dx
= �

P
2IG

(c2 � y2): (4.47)

Viimane on esitatav kujul
8
>>>>>>>><

>>>>>>>>:

F (x) + G(y) = K;

F (x) =
df 1(x)

dx
�

P
2EI

x2;

G(y) =
df (y)

dy
+

�P
2EI

y2 �
P

2IG
y2;

K = �
P

2IG
c2:

(4.48)
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Kuna F (x)+ G(y) = K = const:, siis peavad kaF (x) ja G(y) olema
konstantsed.T•ahistadesF (x) = d ja G(y) = e saame valemitest
(4.48) tingimuse

d + e = �
P

2IG
c2 (4.49)

ja diferentsiaalv~orrandid
8
>><

>>:

df (y)
dy

= �
�P
2EI

y2 +
P

2IG
y2 + e;

df 1(x)
dx

=
P

2EI
x2 + d

(4.50)

Viimaste integreerimisel saame
8
><

>:

f (y) = �
�P
6EI

y3 +
P

6IG
y3 + ey+ g;

f 1(x) =
P

6EI
x3 + dx + h:

(4.51)

Seega saavad siirete avaldised (4.46) kuju
8
><

>:

u = �
P

2EI
x2y �

�P
6EI

y3 +
P

6GI
y3 + ey+ g;

v =
�P
2EI

xy2 +
P

6EI
x3 + dx + h:

(4.52)

Konstandid d; e; g ja h m•a•aratakse tingimusest (4.49) ja kolmest
rajatingimustest siiretele.

Olgu punkt A tala ristl ~oike x = l kese. Seega peab olema see punkt
�kseeritud | tema siirded on nullid ja ristl ~oigex = l ei saa p•o•orelda
•umber punkti A. Seega kuix = l ja y = 0, siis u = v = 0 ning

g = 0 ja h = �
P l3

6EI
� dl: (4.53)

Et saada konsooli k~overdunud telje v~orrandit, v~otame valemis
(4.52)2 y = 0 |

vjy=0 =
P

6EI
x3 �

P l3

6EI
� d(l � x): (4.54)
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Konstandi d m•a•aramiseks kasutame kolmandat rajatingimust, mis
ei luba vaadeldaval ristl~oikel p•o•orelda •umber punkti A. Seda tingi-
must v~oib ette anda mitmel viisil. Vaatleme kahte:

a) tala telje element on punktisA �kseeritud, st.,

@v
@x

�
�
�
� x = l
y = 0

= 0; (4.55)

b) tala ristl ~oike vertikaalne element on punktisA �kseeritud, st.,

@u
@y

�
�
�
� x = l
y = 0

= 0: (4.56)

Juhul a) saame avaldiste (4.55), (4.54) ja (4.49) p~ohjal

d = �
P l2

2EI
ja e =

P l2

2EI
�

Pc2

2GI
: (4.57)

Seega saavad siirdekomponentide avaldised (4.52) ja k~overdunud
telje v~orrand (4.54) kuju

8
>>>>>><

>>>>>>:

u = �
P

2EI
x2y �

�P
6EI

y3 +
P

6GI
y3 +

�
P l2

2EI
�

Pc2

2GI

�
y;

v =
�P
2EI

xy2 +
P

6EI
x3 �

P l2

2EI
x +

P l3

3EI
;

vjy=0 =
P

6EI
x3 �

P l2

2EI
x +

P l3

3EI
:

(4.58)

Juhul b) saame konstantidele v•a•artused

d =
P l2

2EI
ja e = �

P l2

2EI
�

Pc2

2GI
(4.59)

ning tala k~overdunud telje v~orrandiks

vjy=0 =
P

6EI
x3 �

P l2

2EI
x +

P l3

2EI
+

Pc2

2GI
(l � x): (4.60)
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Joonis 4.5: Rajatingimused otsasx = l:

Seega saame v~orrandi (4.60) kasutamise puhul

Pc2

2GI
(l � x) =

3P
4Gc

(l � x) (4.61)

v~orra suuremad l•abipainded kui v~orrandi (4.58)3 puhul. P~ohjus on
selles, et rajatingimused (4.55) keelavad tala telje p•o•orded kuid lu-
bavad otspinna p•o•ordeid punktis A (vt. joonis 4.5 a). Rajatingimu-
sed (4.56) keelavad aga tala otspinna p•o•orded kuid lubavad telje
p•o•ordeid (vt. joonis 4.5 b). M~olemal juhul toimuvad p•o•orded •uhe
ja sama nurga 3P=4cG v~orra kuigi p•o•orduvad erinevad elemendid.

Tegelikult j •a•ab aga kogu otspindx = l paigale ja~oiget tulemust ei
anna ei juht a) ega b) ning kinnituskoha l•aheduses ei vasta ka pin-
gejaotus valemitega (4.44) antule. Avaldise (4.44) puhul tuleb ra-
kendada Saint-Venant'i printsiipi, st., et (4.44) annaks t~oep•arasema
tulemuse, peame olema otsastx = l piisavalt kaugel. Seega pikkade
konsoolide puhul on tulemus� t •apsem� , st. vastab enam tegelikku-
sele, kui l•uhikeste puhul.
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Joonis 4.6:•Uhtlaselt koormatud kitsa ristk•ulikulise ristl~oikega tala
(tala pikkus 2l, k~orgus 2c, paksus 1).

4.5 •Uhtlaselt koormatud tala paine

Vaatleme kitsa ristk•ulikulise ristl~oikega tala (joonis 4.6). Tala on
otstes vabalt toetatud ja talle m~ojub •uhtlaselt jaotatud koormus
intensiivsusegaq.

Rajatingimused: a) k•ulgpindadel y = � c

� xy jy= � c = 0; � y jy=+ c = 0; � y jy= � c = � q; (4.62)

b) otspindadel x = � l
8
>>>>>>><

>>>>>>>:

Z c

� c
� xy jx= � l dy = � ql; p~oikj~oud tala otstes,

Z c

� c
� x jx= � l dy = 0; pikij ~oud tala otstes,

Z c

� c
� x jx= � l ydy = 0; paindemoment tala otstes:

(4.63)

Rajatingimusi (4.62) ja (4.63) saab rahuldada kui kombineerida ala-
jaotuses 4.2 leitud lahendeid.

L•ahtume lahendist (4.36) (lk. 136), millele vastavad rajatingimused
on kujutatud joonisel 4.7 Et vabaneda t~ombepingetest k•uljel y = c
ja nihkepingetest k•ulgedely = � c lisame kehale t~ombe� y lahendist
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Joonis 4.7: Viiendat j•arku pol•unoomile vastavad rajatingimused
d5 6= 0 ja a5 = b5 = c5 = e5 = f 5 = 0 puhul.

(4.23) ja pinged� y = b3y ning � xy = � b3x lahendist (4.25). Kokku
saame seega 8

>>>><

>>>>:

� x = d5(x2y �
2
3

y3);

� y =
1
3

d5y3 + b3y + a2;

� xy = � d5xy2 � b3x:

(4.64)

Rajatingimustest (4.62) saame

a2 = �
q
2

; b3 =
3
4

q
c
; d5 = �

3
4

q
c3

: (4.65)

Arvestades, etI = I z = 2c3=3 saame valemitest (4.64) ja (4.65)
8
>>>>><

>>>>>:

� x = �
q
2I

(x2y �
2
3

y3);

� y = �
q
2I

(
1
3

y3 � c2y +
2
3

c3);

� xy = �
q
2I

(c2 � y2)x:

(4.66)

Leitud pingekomponendid rahuldavad lisaks rajatingimustele (4.62)
ka (4.63)1� 2. Et oleks rahuldatud ka (4.63)3 lisame puhtale painde-
le vastavad pinged� x = d3y ja � y = � xy = 0 lahendist (4.25).
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Rajatingimusest (4.63)3 leiame

d3 =
3
4

q
c

�
b2

c2
�

2
5

�
: (4.67)

Seega kokku avaldub normaalpinge kujul

� x =
q
2I

�
l2 � x2

�
y +

q
2I

�
2
3

y3 �
2
5

c2y
�

: (4.68)

Avaldise (4.68) esimene liige vastab elementaarsele paindeteooriale
ning teist saab vaadelda kui parandusliiget ja ta on v•aike v~orreldes
esimesega.� Parandusliige� on p~ohjustatud sellest, et elementaar-
teooria puhul eeldatakse, et� y � 0, kuid (4.66) p~ohjal pole see nii
(vt. joon. 4.6). Avaldisega (4.68) esitatud pinged annavad otspin-
dadel nulliga v~orduva peavektori ja peamomendi. Lahend on t•apne
vaid juhul kui otspindadel x = � l m~ojuks pindj~oud

tx = �
3
4

q
c3

�
2
3

y3 �
2
5

c2y
�

: (4.69)

Saint-Venaint'i printsiibi p ~ohjal loetakse lahend t•apseks punktides,
mis on otstestx = � l kaugemal kui tala k~orgus, st. 2c, ka tx = 0
puhul.

Tala punktide siirded u ja v leitakse analoogselt alajaotusele 4.4.
N•u•ud eeldatakse, et punktisx = y = 0 on horisontaalsed siirded
v~ordsed nulliga ja vertikaalsed siirded v~ordsed l•abipaindega� .
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Kokku saame, et
8
>>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>>:

u =
q

2EI

��
l2x �

x3

3

�
y + x

�
2
3

y3 �
2
5

c2y
�

+

+ �x
�

1
3

y3 � c2y +
2
3

c3

��
;

v = �
q

2EI

�
y4

12
�

c2y2

2
+

2
3

c3y+

+ �
�
�
l2 � x2

� y2

2
+

y4

6
�

1
5

c2y2

��
�

�
q

2EI

�
l2x2

2
�

x4

12
�

1
5

c2x2 +
�

1 +
1
2

�
�

c2x2

�
+ �:

(4.70)

Kuna (4.70)1 p~ohjal siirded tala keskjoonel

ujy=0 =
�qx
2E

; (4.71)

siis ei osutu keskjoon neutraalseks jooneks. Tala keskjoone l•abipaine

vjy=0 = � �
q

2EI

�
l2x2

2
�

x4

12
�

1
5

c2x2 +
�

1 +
1
2

�
�

c2x2

�
: (4.72)

Kuna tala otsad on vabalt toetatud, siisvjx= � l = 0 ja

� =
5
24

ql4

EI

�
1 +

12
5

c2

l2

�
4
5

+
�
2

��
: (4.73)

Avaldises (4.73) nurksulgude ees olev kordaja esitab elementaar-
teooriale vastavat l•abipainet (eeldades, et tala ristl~oiked j•a•avad de-
formatsioonil tasapinnalisteks). Teine liige nurksulgudes esitab pa-
randust, st. arvestab p~oikj~ou m~oju l•abipaindele. Diferentseerides
(4.72) kaks korda saame keskjoone k~overust iseloomustava avaldise

@2v
@x2

�
�
�
�
y=0

=
q

EI

�
l2 � x2

2
+ c2

�
4
5

+
�
2

��
: (4.74)

Ka selles avaldises vastab esimene liige elementaarteooria valemile
ning on proportsionaalne paindemomendigaq(l2 � x2)=2.
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4.6 H •udrostaatiliselt koormatud
vertikaalne konsool

Joonis 4.8: Vertikaalsele konsoolile m~ojuv h•udrostaatiline surve.

Kui •uldistada alajaotuses 4.2 esitatud lahendusmetoodikat ja
vaadelda 6. j•arku pol•unoomi, siis saame laida pingejaotuse
h•udrostaatiliselt koormatud vertikaalse konsooli jaoks:

8
>>>>>>><

>>>>>>>:

� x =
qx3y
4c3

+
q3

4c3

�
� 2xy3 +

6
5

c2xy
�

;

� y = �
qx
2

+ qx
�

y3

4c3
�

3y
4c

�
;

� xy =
3qx2

8c3
(c2 � y2) �

q
8c3

(c4 � y4) +
q

4c3

3
5

c2(c2 � y2):

(4.75)

Siin t•ahistab q vedeliku erikaalu (N/m3) ja seega on koormuse in-
tensiivsus s•ugavuselx v~ordneqx, p~oikj~oud qx2=2 ja paindemoment
qx3=6. Avaldiste (4.75) esimesed liikmed vastavad j•allegi elemen-
taarteooriale.

Konsooli vabal otsalx = 0 on leitud lahendi p~ohjal normaalpinged
nullid, kuid nihkepinged

� xy =
q

8c3
(c4 � y4) +

q
4c3

3
5

c2(c2 � y2): (4.76)
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Nihkepingete peavektor on aga null. See v~oimaldab lugeda
v•aliskoormuse kohalx = 0 nulliks.

Kui tahetakse arvesse v~otta ka konsooli materjali omakaal, siis tuleb
� x avaldisse lisada liige� q1x, kus q1 on konsooli materjali erikaal.

4.7 Tasapinnalised •ulesanded
polaarkoordinaatides

4.7.1 Tasakaaluv ~orrandid ja Airy'
pingefunktsioon

Joonis 4.9: V•aikese elemendiABCD tasakaal.

DRK-s esitatud tasakaaluv~orrandite analoog saadakse kui vaadel-
dakse elemendiABCD tasakaalu ja projekteeritakse tema k•ulgedel
m~ojuvad summaarsed j~oud ja mahuj~oud # ja r sihile. Minnes •ule
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piirile d# ! 0 ja dr ! 0 saame
8
><

>:

@�r
@r

+
1
r

@�r#
@#

+
� r � � #

r
+ f r = 0;

1
r

@�#
@#

+
@�r#
@r

+
2� r#

r
+ f # = 0:

(4.77)

Siin t•ahistavad f r ja f # mahuj~oudude projektsioone radiaal ja tan-
gentsiaal suunale (r ja # kasvamise suunale).

Ka siin saab mahuj~oudude puudumisel sisse tuua Airy' pingefunkt-
siooni ' = ' (#; r ), nii et

8
>><

>>:

� r =
1
r

@'
@r

+
1
r 2

@2'
@#2

; � # =
@2'
@r2

;

� r# =
1
r 2

@'
@#

�
1
r

@2'
@r@#

= �
@
@r

�
1
r

@'
@#

�
:

(4.78)

N•u•ud Laplace'i operaator

r 2 =
�

@2

@x2
+

@2

@y2

�
=

�
@2

@r2
+

1
r

@
@r

+
1
r 2

@2

@#2

�
(4.79)

ja biharmooniline v~orrand

r 4' =
�

@2

@r2
+

1
r

@
@r

+
1
r 2

@2

@#2

� 2

' = 0: (4.80)

Kui pingekomponendid ja seega ka' s~oltuvad vaid koordinaadist
r , siis saab v~orrandi (4.80) •uldlahendi esitada kujul

' = A ln r + Br 2 ln r + Cr 2 + D: (4.81)
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4.7.2 K ~overa tala paine

Joonis 4.10: K~overa tala paine.

N•aitena vaatleme k~overa tala puhast painet, st. vaatleme tala,
mis paindub k~overustasapinnas otstesse rakendatud momentideM
m~ojul. Sel juhul j•a•ab paindemoment konstantseks kogu varda pik-
kuse ulatuses, j•arelikult s~oltub pinge vaid radiaalkoordinaadistr .
Seega saab kasutada lahendit (4.81).

Rajatingimused:
8
>>><

>>>:

� r = 0; r = a; r = b;
Z b

a
� #dr = 0;

Z b

a
� #rdr = � M

� r# = 0; k~oigil rajapindadel.

(4.82)

P•arast rajatingimuste (4.82) rahuldamist ja t•ahistuse

N = ( b2 � a2)2 � 4a2b2 ln2 b
a

(4.83)

sissetoomist saame8
>>>>><

>>>>>:

� r = �
4M
N

�
a2b2

r 2
ln

b
a

+ b2 ln
r
b

+ a2 ln
a
r

�
;

� # = �
4M
N

�
�

a2b2

r 2
ln

b
a

+ b2 ln
r
b

+ a2 ln
a
r

+ b2 � a2

�
;

� r# = 0:

(4.84)
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Joonis 4.11: Pingete jaotus k~overa tala paindel.

Lahend on t•apne vaid siis kui pingejaotus otspindadel vastab aval-
disele (4.84)2. Muil juhtudel tuleb rakendada Saint-Venanti printsii-
pi. Joonisel 4.11 on esitatud suurused� #a2=M ja � r a2=M s~oltuvana
suhtest r=a juhul kui b=a= 2. J•areldused: 1)� r > 0 iga r puhul
vaadeldavas piirkonnas; 2) neutraalne telg vastabr=a = 1; 443 ja
max� # > jmin � # j; 3) � r maksimum ei asu neutraalsel teljel.

4.7.3 Deformatsioonikomponendid
polaarkoordinaatides

8
><

>:

" r =
@u
@r

; "# =
u
r

+
1
r

@v
@#

;

 r# =
1
r

@u
@#

+
@v
@r

�
v
r

:
(4.85)

Siin m~oistetakse suurusiu ja v kui radiaalset ja tangentsiaalset
siirdekomponenti. Hooke'i seaduse kuju j•a•ab endiseks:

" r =
1
E

(� r � �� #); "# =
1
E

(� # � �� r );  r# =
� r#

G
: (4.86)

Siirete m•a•aramine toimub analoogiliselt DRK-ga.
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4.7.4 P •o•orlev ketas

Teiseks n•aiteks polaarkoordinaatide puhul on p•o•orleva ketta
•ulesanne. Vaatleme p•o•orlevat ketast, mis p•o•orleb j•a•ava nurkkiiruse-
ga ! . Ketta paksuse loeme raadiusega v~orreldes v•aikeseks. Ainsaks
mahuj~ouks (mida arvesse v~otame) on inertsj~oud, st. f r = �! 2r ja
f # = 0. Antud juhul on tegu nn. polaars•ummeetrilise •ulesandega,
kus � r ja � # s~oltuvad vaid koordinaadist r ja seega valemi (4.78)
p~ohjal � r# = 0. Teine tasakaaluv~orrandeist (4.77) on antud juhul
automaatselt rahuldatud ja esimesele saab anda kuju

d
dr

(r� r ) � � # + �! 2r 2 = 0: (4.87)

Kuna ka " r ja "# on vaid r funktsioonid, siis (4.85) p~ohjal

" r =
@u
@r

; "# =
u
r

: (4.88)

Hooke'i seadusest (4.86)

� r =
E

1 � � 2
(" r � �" #); � # =

E
1 � � 2

("# � �" r ): (4.89)

Asendades n•u•ud deformatsioonikomponendid (4.88) Hooke'i sea-
dusse (4.89) ning viimase omakorda tasakaaluv~orrandisse (4.87)
saame diferentsiaalv~orrandi siirdekomponendiu m•a•aramiseks:

r 2 d2u
dr2

+ r
du
dr

� u = �
1 � � 2

E
�! 2r 3: (4.90)

Selle diferentsiaalv~orrandi •uldlahend avaldub kujul

u =
1
E

�
(1 � � )Cr � (1 + � )C1

1
r

�
1 � � 2

8
�! 2r 3

�
: (4.91)

Vastavad pingekomponendid
8
><

>:

� r = C + C1
1
r 2

�
3 + �

8
�! 2r 2;

� # = C � C1
1
r 2

�
1 + 3�

8
�! 2r 2:

(4.92)
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Konstandid C ja C1 m•a•aratakse rajatingimustest.

T•aisketta (ilma auguta keskel) puhul vastabr = 0 siire u = 0, seega
C1 = 0. Ketta serval r = b j~oudude puudumisel� r = 0, seega

C =
3 + �

8
�! 2b2: (4.93)

Seega pingekomponendid
8
><

>:

� r =
3 + �

8
�! 2(b2 � r 2)

� # =
3 + �

8
�! 2b2 �

1 + 3�
8

�! 2r 2
(4.94)

Plaadi keskel on neil pingetel maksimaalne v•a•artus

� r = � # =
3 + �

8
�! 2b2: (4.95)

Kui ketta keskel on ava raadiusegaa, siis konstandid C ja C1

m•a•aratakse rajatingimustest� r jr = a = � r jr = b = 0 |

C =
3 + �

8
�! 2(a2 + b2); C1 = �

3 + �
8

�! 2a2b2: (4.96)

Pingekomponendid
8
>><

>>:

� r =
3 + �

8
�! 2

�
b2 + a2 �

a2b2

r 2
� r 2

�
;

� # =
3 + �

8
�! 2

�
b2 + a2 �

a2b2

r 2
�

1 + 3�
3 + �

r 2

�
:

(4.97)

Radiaalpinge on n•u•ud maksimaalne kohalr =
p

abja tangentsiaal-
pinge sisemisel serval

8
>><

>>:

max� r =
3 + �

8
�! 2(b� a)2;

max� # =
3 + �

4
�! 2

�
b2 +

1 � �
3 + �

a2

�
:

(4.98)
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Kui a ! 0, siis max� # l•aheneb v•a•artusele, mis on kaks korda suu-
rem kui avaldisega (4.95) esitaud v•a•artus. Seega kui teha t•aisketta
tsentrisse v•aike ava, siis suureneb tangentsiaalpinge plaadi tsentris
kaks korda.

4.8 Ruumilised •ulesanded

Tasakaaluv~orrandid
8
>>>>>><

>>>>>>:

@�x
@x

+
@�xy

@y
+

@�xz

@z
+ f x = 0

@�y
@y

+
@�xy

@x
+

@�yz

@z
+ f y = 0

@�z
@z

+
@�xz

@x
+

@�yz

@y
+ f z = 0

(4.99)

Rajatingimused
8
><

>:

tx = � x l + � xy m + � xz n;

ty = � ym + � yzn + � xy l;

tz = � zn + � xz l + � yzm:

(4.100)

4.8.1 Varda t ~omme omakaalu m ~ojul

Vaatleme punktisA j•aigalt kinnitatud ristk •ulikulise ristl~oikega var-
rast. Mahuj~oud

f x = f y = 0; f z = � �g; (4.101)

kus �g on varda erikaal. Tasakaaluv~orrandid on rahuldatud kui pin-
gejaotus esitada kujul

� z = �gz; � x = � y = � xy = � yz = � xz = 0; (4.102)

st. varda igas ristl~oikes on nullist erinev vaid temast allpool asuva
osa kaalust p~ohjustatud normaalpinge.
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Joonis 4.12: Varda deformatsioon omakaalu m~ojul.

Rajatingimused: Nullist erinevad pinged vaid varda •ulemisel
v•alispinnal | seal � z = �gl .

Kuna sobivustingimused pingetes (vt. n•aiteks Beltrami-Michelli
v~orrandid (3.44)) sisaldavad vaid teist j•arku osatuletisi pingekom-
ponentidest, siis on nad antud juhul automaatselt rahuldatud.

Siirded ja deformatsioonid m•a•arame Hooke'i seaduse abil
8
>>>>>><

>>>>>>:

" z =
@w
@z

=
� z

E
=

�gz
E

;

" x = " y =
@u
@x

=
@v
@y

= � �
�gz
E

;

 xy =
@u
@y

+
@v
@x

=  xz =
@u
@z

+
@w
@x

=  yz =
@v
@z

+
@w
@y

= 0:

(4.103)
Siirdekomponendidu; v ja w leitakse avaldistest (4.103) integree-
rimise teel. Integreerimiskonstandid m•a•aratakse rajatingimustest
punktis A. J•aiga kinnituse t~ottu on seal keelatud nii siirded kui
p•o•orded, st., punktis x = y = 0; z = l on u = v = w = 0 ja
@u=@z= @v=@z= @v=@x= 0. Tulemus on j•argmine:

8
><

>:

u = �
��gxz

E
; v = �

��gyz
E

;

w =
�gz 2

2E
+

��g
2E

(x2 + y2) �
�gl 2

2E

(4.104)
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On selge, etz-telje punktid omavad vaid vertikaalseid siirdeid:

wjx = 0
y = 0

= �
�g
2E

(l2 � z2): (4.105)

Teised punktid, st. kus x 6= 0 v~oi y 6= 0, omavad ka horisontaa-
seid siirdeid. Seega sirged, mis olid enne deformatsiooni paralleel-
sed z-teljega on peale deformatsiooniz suhtes kaldu. Tala l~oiked,
mis olid enne deformatsiooni ristiz-teljega, moodustavad p•arast
deformatsiooni paraboolse pinna. N•aiteks punktid, mis olid enne
deformatsiooni tasandilz = c asuvad peale deformatsiooni pinnal
z = c + wjz= c. See pind on risti k~oigi nende varda kiududega, mis
enne deformatsiooni olid vertikaalsed.

4.8.2 Konstantse ristl ~oikega •umarvarraste
v•a•ane

Joonis 4.13:•Umarvarda v•a•ane.

Vastavalt elementaarteooriale, avaldub nihkepinge varda v•a•andel
kujul

� = G#r; (4.106)

kus G on nihkeelastsusmoodul,r | polaarraadius ja # |
v•a•andenurk varda pikkus•uhiku kohta. Pingevektor � on seejuures
risti varda raadiusegar .
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Lahutame n•u•ud pingevektori � x- ja y-telje sihiliseks komponen-
diks:

� yz = � zy = G#r
x
r

= G#x; � xz = � zx = � G#r
y
r

= � G#y:

(4.107)
•Ulej•a•anud pinged eeldatakse v~orduvat nulliga, st.,

� x = � y = � z = � xy = 0: (4.108)

Kuna pingekomponendid on kas nullid v~oi linearfunktsioonid koor-
dinaatidest x ja y, siis on sobivustingimused automaatselt rahulda-
tud. J•argnevalt vaatleme kuidas on rahuldatud tasakaaluv~orrandid
(4.99) ja rajatingimused (4.100). Tasakaaluv~orrandid on rahulda-
tud kui h •uljata massj~oudude m~oju. Silindri k •ulgpind on pingevaba,
seega, arvestades avaldist (4.108) ning et•umarvarda pinnal

l = cos(N ; x) =
x
r

; m = cos(N ; y) =
y
r

; n = cos(N ; z) = 0 ;

(4.109)
saame rajatingimustest (4.100).

0 = � xz l + � yzm: (4.110)

Seega rahuldab elementaarteooria lahend (4.107){(4.108) rajatin-
gimusi (4.110). Samuti on selge, et mitte•umarvarda puhul elemen-
taarteooria lahend ei sobi, sest (4.109) ei kehti varda k•ulgpinnal.
Varda otspindade l•ahedal tuleb rakendada Saint-Venant'i printsii-
pi. Siirete leidmine tomub analoogselt alajaotuses 4.8.1 k•asitletud
juhuga, st., u = v = w = 0 ja @u=@z= @v=@z= @v=@x= 0 punktis
A. Sellistel rajatingimustel saame

u = � #yz; v = #xz; w = 0: (4.111)

Seega osutub •umarvarda puhul elementaarteooria eeldus, et
ristl ~oiked j•a•avad tasapinnaliseks ja raadiused sirgeteks,~oigeks.
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Joonis 4.14: Prismaatilise varda paine.

4.8.3 Prismaatiliste varraste puhas paine

Vaatleme prismaatilist varrast, mis paindub peatasandisxz varda
otstesse rakendatud vastassuunaliste ja suuruselt v~ordsete momen-
tide toimel. Koordinaatide alguse paneme varda vasakusse otsa ja
ristl ~oike pinnakeskmesse. Elementaarteooria p~ohjal

� z =
Ex
R

; � y = � x = � xy = � xz = � yz = 0; (4.112)

kus R on painutatud varda k~overusraadius. Lahend (4.112) rahul-
dab massj~oudude puudumisel tasakaaluv~orrandeid (4.99) ja raja-
tingimusi (4.100) varda k•ulgpinnal. Otspindadel on lahend t•apne
kui v•aliskoormus jaotub vastavalt avaldisele (4.112). Paindemoment
m•a•aratakse valemiga

M =
Z

A
� zxdA =

Z

A

Ex 2dA
R

=
EI y

R
: (4.113)

Viimasest avaldisest saame leida varda telje k~overuse

1
R

=
M

EI y
: (4.114)

Siirete leidmiseks kasutame samu rajatingimusi, mis alajaotuses
4.8.1, st., punktis A on keelatud nii siirded kui p•o•orded. Hooke'i
seaduse (4.2) ja deformatsioonikomponentide de�nitsioonide (4.1)
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p~ohjal (antud juhul on tala teljeks z-telg!)
8
>>>>>><

>>>>>>:

" z =
@w
@z

=
x
R

;

" x =
@u
@x

= �
�x
R

; "y =
@v
@y

= �
�x
R

;

 xy =
@u
@y

+
@v
@x

=  xz =
@u
@z

+
@w
@x

=  yz =
@v
@z

+
@w
@y

= 0:

(4.115)
Kui lahendada diferentsiaalv~orrandite s•usteem (4.115) rajatingi-
mustel u = v = w = 0 ja @u=@z= @v=@z= @v=@x= 0 punktis
x = y = z = 0, siis saame

8
><

>:

u = �
1

2R
[z2 + � (x2 � y2)];

v = �
�xy
R

; w =
xz
R

:
(4.116)

Varda k~overdunud telje v~orrandi saame v~ottes viimases avaldises
x = y = 0 |

u = �
z2

2R
= �

Mz 2

2EI y
; v = w = 0: (4.117)

See avaldis langeb kokku elementaarteooria l•abipainde avaldisega.

Vaatleme n•u•ud varda suvalist ristl~oiget z = c (enne deformatsioo-
ni). Peale deformatsiooni asuvad selle ristl~oike punktid tasandil

z = c + w = c +
cx
R

; (4.118)

st. puhtal paindel j•a•avad ristl~oiked tasapinnalisteks. Et uurida
ristl ~oike deformatsioone tema tasandis, vaatleme k•ulgi y = � b (vt.
joonis 4.14 b)). P•arast deformatsiooni

y = � b+ v = � b
�

1 �
�x
R

�
; (4.119)
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st., peale deformatsiooni on k•uljed y = � b kaldu. Kaks •ulej•a•anud
k•ulge x = � x omavad peale deformatsiooni kuju

x = � a + u = � a �
1

2R
[c2 + � (a2 � y2)]; (4.120)

st. nende kujuks peale deformatsiooni on parabool. Seega on tala
pealmine ja alumine pind pikisuunas n~ogus ja ristsuunas kumer, st.
moodustab sadulpinna.

4.8.4 Paadi puhas paine

Joonis 4.15: Ristk•ulikulise plaadi paine.

Eelmises alajaotuses saadud tulemusi saab rakendada konstantse
paksusega plaatide painde•ulesannete puhul. Kui pinged� x = Ez=R
on rakendatud piki y-teljega paralleelseid plaadi k•ulgi (vt. joonis
4.15 a)), siis omab plaadi pind peale deformatsiooni sadulpinna ku-
ju, kusjuures tema k~overusxz tasapinnas on 1=R ning ristuvas suu-
nas �=R . Siinjuures eeldatakse, et l•abipainded on v~orreldes plaadi
paksusega v•aikesed. T•ahistame plaadi paksuseh, paindemomendi
plaadi y-telje sihilise serva pikkus•uhiku kohta M 1 ja inertsimomendi
pikku•uhiku kohta I y = h3=12. N•u•ud valemi (4.114) p~ohjal

1
R

=
M 1

EI y
=

12M 1

Eh3
: (4.121)

Kui paindemomendid M 1 ja M 2 m~ojuvad kahes ristuvas suunas,
siis saadakse elastse plaadi pinna k~overus paindemomentidestM 1

ja M 2 p~ohjustatud k~overuste superpositsioonina.
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T•ahistame 1=R1 ja 1=R2 plaadi k~overusedxz jz yz tasandites. Mo-
mendid M 1 ja M 2 on endiselt m~o~odetud serva pikkus•uhiku kohta.
Kasutades n•u•ud avaldist (4.121) ja superpositsiooniprintsiipi saame

1
R1

=
12

Eh3
(M 1 � �M 2);

1
R2

=
12

Eh3
(M 2 � �M 1): (4.122)

M 1 ja M 2 loetakse positiivseteks kui nad p~ohjustavad positiivsete
kiudude t~ommet. (4.122) p~ohjal

M 1 =
Eh3

12(1� � 2)

�
1

R1
+

�
R2

�
; M2 =

Eh3

12(1� � 2)

�
1

R2
+

�
R1

�
:

(4.123)
V•aikeste l•abipainete puhul v~oib kasutada aproksimatsiooni

1
R1

= �
@2w
@x2

;
1

R2
= �

@2w
@y2

: (4.124)

T•ahistades

D =
Eh3

12(1� � 2)
(4.125)

ja arvestades (4.124) saame avaldistele (4.123) kuju

M 1 = � D
�

@2w
@x2

+ �
@2w
@y2

�
; M2 = � D

�
@2w
@y2

+ �
@2w
@x2

�
:

(4.126)
Konstanti D nimetatakse plaadi paindej•aikuseks.

Juhul kui plaat paindub silindriliselt (moodustaja on paralleelne
y-teljega), siis@2w=@y2 = 0 ja (4.126) saab kuju

M 1 = � D
@2w
@x2

; M2 = � D�
@2w
@x2

: (4.127)

Kui M 1 = M 2 = M , siis ka 1=R1 = 1=R2 = 1=R ja plaat paindub
sf•a•ariliseks pinnaks, nii et (4.123) saab kuju

M =
Eh3

12(1� � )
1
R

=
D(1 + � )

R
: (4.128)
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4.9 Telgs •ummeetrilised pinged ja
deformatsioonid p •o•ordkehades

4.9.1 •Uldv ~orrandid

M~oningaid selliseid •ulesandeid oleme juba eespool vaadelnud.
K•aesolevas alajaotuses leiavad k•asitlemist •ulesanded, kus ei esine
v•a•anet. Silindriliste koordinaatide (r; #; z ) puhul t •ahendab see se-
da, et vastavatest siirdekomponentidestv = 0 ja komponendid u
ja w ei s~oltu koordinaadist #. Seega ka pingekomponendid ei s~oltu
koordinaadist # ja kaks neist � r# = � #z = 0. Nullist erinevad defor-
matsioonikomponendid avalduvad kujul

" r =
@u
@r

; "# =
u
r

; "z
@w
@z

;  rz =
@u
@z

+
@w
@r

: (4.129)

Tasakaaluv~orrandid saavad aga kuju
8
><

>:

@�r
@r

+
@�rz
@z

+
� r � � #

r
= 0;

@�rz
@r

+
@�z
@z

+
� rz

r
= 0:

(4.130)

Paljudel juhtudel on j•allegi otstarbekas tuua sisse pingefunktsioon
' , siin nimetatakse teda aga Love'i pingefunktsiooniks. Tasakaa-
luv~orrandid on rahuldatud kui valida
8
>><

>>:

� r =
@
@z

�
� r 2' �

@2'
@r2

�
; � # =

@
@z

�
� r 2' �

1
r

@'
@r

�
;

� z =
@
@z

�
(2 � � )r 2' �

@2'
@z2

�
; � rz =

@
@r

�
(1 � � )r 2' �

@2'
@z2

�
:

(4.131)
Siinjuures peab' rahuldama biharmoonilist v~orrandit

r 4' = 0: (4.132)
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Antud juhul

r 2 �
@2

@r2
+

1
r

@
@r

+
1
r 2

@2

@#2
+

@2

@z2
(4.133)

on Laplace'i operaator silindrilistes koordinaatides. Kuna antud ju-
hul ei s~oltu ' koordinaadist #, siis langeb Laplace'i operaatoris
(4.133) kolmas liige v•alja. Siirdekomponendidu ja w m•a•aratakse
avaldistega

2Gu = �
@2'
@r@z

; v = 0; 2Gw = 2(1 � � )r 2' �
@2'
@z2

: (4.134)

Joonis 4.16: Sf•a•arilised koordinaadid.

M~onel juhul on silindriliste koordinaatide asemel m~oistlik kasutada
sf•a•arilisi koordinaate, st., r ja z asemel kasutatakse koordinaateR
ja  . N•u•ud on vaja (4.133)-s asendada osatuletisedr ja z j•argi. See
•uleminek on omakorda analoogne DRKx ja y ja polaarkoordinaa-
tide r ja # vahelisele seosele. Saame

8
>><

>>:

@2

@r2
+

@2

@z2
=

@2

@R2
+

1
R

@
@R

+
1
r 2

@2

@'2
;

1
r

@
@r

=
1

R sin 

�
@

@R
sin +

cos 
R

@
@ 

�
=

1
R

@
@R

+
cot  
R2

@
@ 

:

(4.135)
Seega omab biharmooniline v~orrand (4.132) silindriliste koordinaa-
tide puhul kuju

�
@2

@r2
+

1
r

@
@r

+
@2

@z2

� 2

' = 0 (4.136)
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ja sf•a•ariliste puhul

�
@2

@R2
+

2
R

@
@R

+
cot  
R2

@
@ 

+
1
r 2

@2

@ 2

� 2

' = 0: (4.137)

V~orrandi (4.137) lahend peab samal ajal rahuldama ka Laplace'i
v~orrandit, st,

@2'
@R2

+
2
R

@'
@R

+
cot  
R2

@'
@ 

+
1
r 2

@2'
@ 2

= 0: (4.138)

Viimase erilahendit v~oib otsida kujul

' n = Rn 	 n ; (4.139)

kus 	 n on vaid muutuja ' funktsioon. Kokku saame viimasest ka-
hest hariliku diferentsiaalv~orrandi

1
sin 

d
d 

�
sin 

d	 n

d 

�
+ n(n + 1)	 n = 0: (4.140)

Kui t •ahistamex = cos ja valime x uueks s~oltumatuks muutujaks,
siis saame (4.140)-st Legendre'i v~orrandi

(1 � x2)
d2	 n

dx2
� 2x

d	 n

dx
+ n(n + 1)	 n = 0: (4.141)

Selle v~orrandi lahendid on esitatavad Legendre'i pol•unoomidePn (x)
kaudu:

8
>>>>>>>>><

>>>>>>>>>:

P0(x) = 1 ; P1(x) = x; P2(x) =
1
2

(3x2 � 1);

P3(x) =
1
2

(5x3 � 3x); P4(x) =
1
8

(35x4 � 30x2 + 3) ;

P5(x) =
1
8

(63x5 � 70x3 + 15x); : : : ;

Pn (x) =
1

2nn!
dn

dxn
(x2 � 1)n :

(4.142)
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Neid pol•unoome v~oib kasutada funktsioonidena 	n avaldises
(4.139) kusjuures igat neist v~oib veel korrutada konstandigaAn .
Kasutades valemeid

x = cos ; Rx = z ja R =
p

r 2 + z2 (4.143)

saab minna tagasi muutujateler ja z. Seejuures saab v~orrandi
(4.137) lahend kuju

8
>>>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>>>:

' 0 = A0; ' 1 = A1z;

' 2 = A2

�
z2 �

1
3

(r 2 + z2)
�

;

' 3 = A3

�
z3 �

3
5

z(r 2 + z2)
�

;

' 4 = A4

�
z4 �

6
7

z2(r 2 + z2) +
3
35

(r 2 + z2)2

�
;

' 5 = A5

�
z5 �

10
9

z3(r 2 + z2) +
5
21

(r 2 + z2)2

�
;

: : : :

(4.144)

Toodud pol•unoomid on ka biharmoonilise v~orrandi (4.132) lahen-
diks. Saab n•aidata, et kui Rn 	 n osutub harmoonilise v~orrandi
(4.138) lahendiks, siisRn+2 	 n rahuldab biharmoonilist v~orrandit
(4.132) (kuid ei rahulda (4.138)) Korrutades (4.144)R2 = r 2 + z2,
saame uued lahendid

8
>>>>>><

>>>>>>:

' 2 = B2(r 2 + z2);

' 3 = B3z(r 2 + z2);

' 4 = B4(2z2 � r 2)(r 2 + z2);

' 5 = B5(2z3 � 3r 2z)(r 2 + z2);

: : : :

(4.145)
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4.9.2 •Umarplaadi paine

Joonis 4.17: S•ummeetriliselt jaotatud p~oikkoormusega koormatud
ja servadest vabalt toetatud•umarplaat.

Vaatleme s•ummeetriliselt koormatud •umarplaati (joonis 4.17). Va-
lides avaldistest (4.144) ja (4.145) kolmandat j•arku pol•unoomid,
saame pingefunktsiooni esitada kujul

' = a3(2z3 � 3r 2z) + b3(r 2z + z3): (4.146)

Avaldiste (4.131) p~ohjal saame seej•arel pingekomponendid kujul
8
>>><

>>>:

� r = � 6a3 + (10� � 2)b3;

� # = � 6a3 + (10� � 2)b3;

� z = � 12a3 + (14 � 10� )b3;

� rz = 0:

(4.147)

Seega osutuvad pingekomponendid kogu plaadi ulatuses konstantse-
teks. Valemites (4.147) olevate konstantidea3 ja b3 m•a•aramiseks tu-
leb kasutada rajatingimusi� r ja � z jaoks. Kokkuv~ottes: kolmandat
j•arku pol•unoomide abil saab esitada lahendi, mis vastab olukorrale,
kus plaadi pinnale on rakendatud telgs•ummeetrilised konstantsed
koormused.

Valides (4.144) ja (4.145) neljandat j•arku pol•unoomid, saame pin-
gekomponentide jaoks avaldised

8
><

>:

� r = 96a4z + 4b4(14� � 1)z;

� z = � 192a4z + 4b4(16 � 14� )z;

� rz = 96a4r � 2b4(16 � 14� )r:

(4.148)
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Kui v ~otta 96a4 � 2b4(16 � 14� ) = 0, saame

� z = � rz = 0 ja � r = 28(1 + � )b4z; (4.149)

mis esitab plaadi puhast painet juhul kui ta servadesse on rakenda-
tud •uhtlaselt jaotatud momendid.
•Uhtlaselt jaotatud koormusele allutatud plaadi lahendi saamiseks
l•ahtutakse kuuendat j•arku pol•unoomidest. Vastavatele pingetele
(mida siin ei esita, kuid mis sisaldavad konstantea6 ja b6) lisa-
takse lahend (4.148) juhulb4 = 0 ja z-telje sihiline •uhtlane t~omme
� z = b lahendist (4.147). Seega tuleb rajatingimustest

(
� z = 0; z = c; � z = � q; z = � c;

� rz = 0; z = � c;
(4.150)

m•a•arata neli konstanti a6; b6; a4 ja b. Kokku saame
8
>>>>>><

>>>>>>:

� r = q
�

2 + �
8

z3

c3
�

3(3 + � )
32

r 2z
c3

�
3
8

z
c

�
;

� z = q
�
�

z3

4c3
+

3
4

z
c

�
1
2

�
;

� rz = �
3qr
8c3

(c2 � z2):

(4.151)

Valemite (4.151) puhul on huvitav see, et esitatav pingejaotus on
analoogne pingete� y ja � xy jaotusega kitsa ristk•ulikulise tala puhul
(v~ordle valem (4.66) lk. 144). Tala valemite puhul tuleb arvestada,
et sisse on toodud inertsimomentI = 2c3=3. Radiaalsed pinged on
esitatud paaritu funktsioonina koordinaadistz ja annavad servas
•uhtlaselt jaotatud paindemomendi. Et saada lahendit servast va-
balt toetatud plaadi jaoks, lisame pingeavaldistele (4.151) lahendi
(4.149) ja m•a•arame konstandib4 rajatingimusest

Z c

� c
� r zdz = 0; r = a: (4.152)
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Seega saab vaba toetuse puhul radiaalse normaalpinge� r avaldis
kuju

� r = q
�

2 + �
8

z3

c3
�

3(3 + � )
32

r 2z
c3

�
3
8

(2 + � )
5

z
c

+
3(3 + � )

32
a2z
c3

�
:

(4.153)
Kui v ~otta r = 0, saame pinge� r , mis m~ojub plaadi tsentris. Ele-
mentaarteooria puhul esitab pinget plaadi tsentris valem

� r =
3(3 + � )

32
a2z
c3

; (4.154)

s.o. (4.153) viimane liige. Kui plaadi paksus 2c on v•aike v~orreldes
raadiusegaa, siis osutuvad ka� parandusliikmed� v•aikesteks.

Puhta painde lisamisega ja rajatingimuse (4.152) rakendamisega
k~orvaldasime me k•ull paindemomendid vabas servasr = a, kuid ei
vabanenud pingetest

� r jr = a = q
�

2 + �
8

z3

c3
�

3
8

(2 + � )
5

z
c

�
: (4.155)

Nende pingete peavektor ja peamoment plaadi servas on nullid,
seega tuleb lahendi t•apsuse ja� kehtivuse� hindamisel rakendada
Saint-Venant'i printsiipi.

Kui kasutada kuuendast k~orgemat j•arku pol•unoome, saab lei-
da lahendeid juhtude jaoks,kusq = q(r ). Teist liiki Legendre'i
pol•unoome (Q0(x) = 1

2 ln 1+ x
1� x ; Q1(x) = x

2 ln 1+ x
1� x � 1; : : :) kasuta-

des saab leida lahendeid r~ongasplaadi jaoks. K~oik need lahendid
kehtivad juhul kui l •abipainded on v•aikesed v~orreldes paksusega 2c.
Suurte l•abipainete puhul tuleb arvestada plaadi kesktasandi pike-
nemisega.
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4.10 V •a•ane

4.10.1 Sirgete varraste v •a•ane

•Umarvarraste v•a•ande•ulesande lahendamise tehtud h•upotees, et var-
da ristl~oiked j•a•avad deformatsioonil tasapinnalisteks ei kehti mit-
te•umarvarraste puhul. Seda n•aitavad ilmekalt eksperimentide tule-
mused (vt. joonis 4.18 a). Enim k~overduvad algsed sirged k•ulgede

Joonis 4.18: Sirge varda v•a•ane.

keskosas. Korrektse lahenduse vaadeldavale•ulesandele andis Saint-
Venant (1855).

Vaatleme •uhtlast varrast, mille otstesse on rakendatud momendid,
kusjuures ristl~oike kuju on meelevaldne (joonis 4.18 b). Saint Ve-
naint l •ahtus eeldusest, et varda deformatsioon koosneb kahest osast:
1) ristl~oike p•o•orded analoogselt•umarvardaga ja 2) ristl~oike tasandi-
te k~overdumine (deplanatsioon), mis on k~oigi ristl~oigete jaoks sama.
Koordinaatide alguseks valime varda otspinna keskme. Sel juhul on
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ristl ~oigete p•o•oretele vastavad siirded

u = � #zy ja v = #zx: (4.156)

Ristl~oigete k~overdumist kirjeldadakse funktsiooniga |

w = # (x; y): (4.157)

Seega deformatsioonikomponendid
8
>>>>><

>>>>>:

" x = " y = " z =  xy = 0;

 xz =
@w
@x

+
@u
@z

= #
�

@ 
@x

� y
�

;

 yz =
@w
@y

+
@v
@z

= #
�

@ 
@y

+ x
�

(4.158)

ning vastavad pingekomponendid
8
>>>>><

>>>>>:

� x = � y = � z = � xy = 0;

� xz = G#
�

@ 
@x

� y
�

;

� yz = G#
�

@ 
@y

+ x
�

:

(4.159)

Seega on meil igas varda puktis puhas nihe, mis on m•a•aratud kom-
ponentidega� xz ja � yz. Pannes avaldised (4.159) tasakaaluv~orran-
deisse (4.99) saame funktsiooni m•a•aramiseks diferentsiaalv~orran-
di

@2 
@x2

+
@2 
@y2

= 0: (4.160)

Vaatleme n•u•ud rajatingimusi (4.100). K•ulgpinnal on tx = ty =
tz = 0 ja n = cos(Nz) = 0, seega (4.100)1;2 on samaselt nullid, aga
(4.100)3 annab

� xz l + � yzm = 0: (4.161)

4.10. V•a•ane 171

Joonis 4.19: Funktsiooni m•a•aramine v•a•anatud varda k•ulgpinna
l•ahedase l~opmata v•aikese elemendiabcabil

Viimane tingimus t•ahendab, et summaarne nihkepinge peab olema
suunatud piki varda k•ulgpinna puutujat.

Vaatleme varda k•ulgpinna l•ahedast l~opmata v•aikest elementiabc
(joonis 4.19). Eeldame, ets positiivne suund onc ! a. Suunakoo-
sinused

l = cos(Nx) =
dy
ds

; m = cos(Ny) = �
dx
ds

: (4.162)

Kasutades valemeid (4.162) ja (4.159) saame rajatingimusele
(4.161) kuju

�
@ 
@x

� y
�

dy
ds

�
�

@ 
@y

+ x
�

@x
@s

= 0: (4.163)

Seega suvaline v•a•ande•ulesanne taandub funktsiooni m•a•aramisele
diferentsiaalv~orrandist (4.160) rajatingimusel (4.163).

Rajatingimuste rahuldamiseks on ka teine v~oimalus, mis viib liht-
samale v~orrandile. Kuna � x = � y = � z = � xy = 0, siis tasakaa-
luv~orrandeist j•a•ab j•argi

@�xz

@z
= 0;

@�yz

@z
= 0;

@�xz

@x
+

@�xz

@y
= 0: (4.164)
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Kuna (4.159) p~ohjal � xz ja � yz ei s~oltu koordinaadist z, siis esimesed
kaks on samaselt rahuldatud, kolmas t•ahendab aga, et v~oime tuua
sisse pingefunktsiooni' (x; y) |

� xz =
@'
@y

ja � yz = �
@'
@x

: (4.165)

Asendades (4.165) pingekomponentide avaldisse (4.159), saame
8
>><

>>:

@'
@y

= G#
�

@ 
@x

� y
�

;

�
@'
@x

= G#
�

@ 
@y

+ x
�

:
(4.166)

Diferentseerime (4.166)1 y j•argi ja (4.166)2 x j•argi ning lahutame
esimesest teise. Saame diferentsiaalv~orrandi

@2'
@x2

+
@2'
@y2

= F; F = � 2#G (4.167)

pingefunktsiooni ' m•a•aramiseks. Avaldiste (4.162) ja (4.165) abil
saame n•u•ud rajatingimustele (4.161) kuju

@'
@y

dy
ds

+
@'
@x

dx
ds

=
d'
ds

= 0; (4.168)

st., pingefunktsion ' peab olema konstantne piki v•aliskontuuri.
T•aisvarraste puhul v~oib selle konstandi vabalt valida, n•aiteks v~otta
' = 0. Seega tuleb pingete m•a•aramiseks leida' , mis rajal oleks null.
J•argmistes alajaotustes vaatleme konkreetse kujuga ristl~oikeid.

Varda otstes onl = m = 0 ja n = � 1, st. rajatingimused (4.100)
saavad kuju

tx = � � xz ; ty = � � yz: (4.169)

Seega on pingejaotus varda otstes identne pingejaotusega suvalises
varda ristl~oikes. Integreerimine•ule kogu otspindade annab nullise
peavektori ja v•a•andemomendi (p•o•ordemomendi)

M t = 2
ZZ

'dxdy: (4.170)

Saadud lahend on t•apne Saint-Venant'i printsiibi m~oistes.
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4.10.2 Elliptiline ristl ~oige

Joonis 4.20: Elliptilise ristl~oikega varda v•a•ane.

Vaatleme varrast mille ristl~oige on esitatav v~orrandiga (vt. joonis
4.20)

x2

a2
+

y2

b2
� 1 = 0: (4.171)

Kui valida n•u•ud pingefunktsioon kujul

' = m
�

x2

a2
+

y2

b2
� 1

�
; (4.172)

kus m on konstant, siis on diferentsiaalv~orrand (4.167) ja rajatin-
gimused (4.168) rahuldatud tingimusel, et

m =
a2b2

2(a2 + b2)
F: (4.173)

Seega kokku

' =
a2b2F

2(a2 + b2)

�
x2

a2
+

y2

b2
� 1

�
: (4.174)

Konstandi F m•a•aramiseks asendame (4.174) momendi avaldisse
(4.170) |

F = �
2M t (a2 + b2)

�a 3b3
: (4.175)
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Kahe viimase p~ohjal

' = �
M t

�ab 3

�
x2

a2
+

y2

b2
� 1

�
(4.176)

ning pingekomponendid (4.165)

� xz = �
2M ty
�ab 3

; � yz =
2M tx
�a 3b

: (4.177)

J•arelikult suhe
� xz

� yz
= �

a2

b2

y
x

; (4.178)

st., pingekomponentide suhe on proportsionaalne suhtegay=x.
J•arelikult on see suhe konstantne piki igat punktistO v•aljuvat
kiirt ( � ellipsi raadiust� ), n•aiteksOA joonisel 4.20. Seega summarse
nihkepinge suund (l~oigu OA igas punktis) •uhtib nihkepinge suuna-
ga punktis A. Vertikaalse telje OB punktide puhul on nihkepinge
� yz = 0 ja summaarne pinge on v~ordne nihkepingega� xz . Horison-
taalk•uljel on olukord vastupidine. On selge, et maxj� xz j > maxj� yz j
ja et

maxj� xz j = � max =
2M t

�ab 2
: (4.179)

Kui a = b, siis saame valemi•umarvarda maksimaale nihkepinge
m•a•aramiseks v•a•andel.

Avaldiste (4.175) ja (4.167)2 p~ohjal saame m•a•arata v•a•andenurga

# = M t
a2 + b2

�a 3b3G
: (4.180)

Valemis (4.180) esineva v•a•andemomendi kordaja p•o•ordv•a•artust

C =
�a 3b3G
a2 + b2

=
GA4

4� 2I �
(4.181)

nimetatakse varda v•a•andej•aikuseks. SiinA = �ab on ristl~oike pind-
ala ja I � = �ab

4 (a2 + b2) ristl ~oike polaarinertsimoment.

4.10. V•a•ane 175

Siirdekomponentideu ja v leidmiseks tuleb vaid asendada (4.180)
avaldistesse (4.156). Kolmanda komponendiw leidmiseks tuleb pin-
gekomponendid (4.177) ja v•a•andenurk (4.180) asendada avaldistes-
se (4.159), integreerida, avaldada ning (4.157) abil avaldada

w = M t
(b2 � a2)xy

�a 3b3G
: (4.182)

Seega on deformeerunud ristl~oike samasiirdejoonedw = const: (w
isojooned) h•uperboolid, mille as•umptootideks on ellpsi poolteljed
(vt. joonis 4.21).

Joonis 4.21: Samasiirdejoonedw = const:
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4.10.3 Membraananaloogia

V•a•ande•ulesannete lahendamise puhul on osutunud v•aga kasuli-
kuks Prantli poolt (1903) sisse toodud membraananaloogia. Vaat-
leme v•a•anatava varda ristl~oike kujulist servast toetatatud memb-
raani. Membraani servale on rakendatud•uhtlane t~omme ja pin-
nale •uhtlaselt jaotatud r~ohk (p~oikkoormus). T•ahistame membraani
•uhikpinnale m~ojuva r~ohu q ja serva•uhikpikkusele m~ojuva t~ombej~ou
S. Vaatleme membraani v•aikest elementiabcd, t•apsemalt •oeldes,

Joonis 4.22: P~oikkoormusega koormatud •uhtlaselt t~ommatud
membraan | a); deformeerunud membraani samal•abipainde joo-
ned | b).

tema tasakaalu. V•aikeste l•abipainete korral on k•ulgedel ad ja bc
m~ojuva summaarse t~ombej~ou projektsioonz-teljel S(@2z=@x2)dxdy
ja •ulej•a•anud kahel k•uljel S(@2z=@y2)dxdy. Tasakaaluv~orrand omab
seega kuju

qdxdy+ S
@2z
@x2

dxdy + S
@2z
@y2

dxdy = 0

4.10. V•a•ane 177

kust saame
@2z
@x2

+
@2z
@y2

= �
q
S

: (4.183)

V~orreldes v~orrandit (4.183) ja membraani l•abipainde rajatingimusi
(membraani l•abipaine servas on null) v~orrandiga (4.167) ja rajatin-
gimustega (4.168) funktsiooni' jaoks, j~ouame j•areldusele, et need
kaks•ulesanet on langevad kokku. Teisis~onu, selleks et leida diferent-
siaalv~orrandi (4.183) abil funktsiooni ' , tuleb (4.183)-s asendada
� q=SsuurusegaF = � 2G# v~orrandist (4.167).

Joonisel 4.22 b) on membraani deformeerunud pind kujutatud sa-
mal•abipaindejoonte (isojoonte) abil. Vaatleme suvalist punktiB .
Kuna teda l•abival isojoonel on l•abipaine konstantne, siis

@z
@s

= 0; (4.184)

kus s kujutab endast loomulikku koordinaati vaadeldaval isojoonel.
Aanloogne v~orrand pingefunktsiooni' jaoks omab kuju

d'
ds

=
�

@'
@x

dx
ds

+
@'
@y

dy
ds

�
= � yz

dx
ds

+ � xz
dy
ds

= 0: (4.185)

Viimane v•aljendab asjaolu, et summaarse nihkepinge projektsioon
isojoone normalile on null. J•arelikult m~ojub summaarne nihkepinge
vaadeldavas punktis isojoone puutuja sihis. Selliselt konstrueeritud
isojooni (k~overaid) vaadeldaval ristl~oikel nimetatakse seet~ottu nih-
kepingete trajektoorideks (analoogia punkti kiiruse ja trajektoori-
ga).

Summaarne nihkepinge� vaadeldavas punktisB saadakse kui pro-
jekteeritakse nihkepinged� xz ja � yz puutuja sihile |

� = � xz m + � yz l: (4.186)

Arvestades, et

� xz =
@'
@y

; � yz =
@'
@x

; l = cos(Nx) =
dx
dn

ja m = cos(Ny) =
dy
dn

(4.187)
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saame avaldisele (4.186) kuju

� = �
�

@'
@y

dy
dn

+
@'
@x

dx
dn

�
= �

d'
dn

: (4.188)

Seega on nihkepinge punktisB m•a•aratud membraani maksimaal-
se kaldega vaadeldavas punktis. J•arelikult m~ojuvad maksimaaalsed
nihkepinged punktides, kus isojooned paiknevad•uksteisele k~oige
l•ahemal.

V•a•andemomendi avaldisest (4.170) saab j•areldada, et kahe-
kordne paindunud membraaniga piiratud ruumala on v~ordne
v•a•anedemomendiga (loomulikult eeldusel, et membraani puhul on
tehtud asendus 2G# ! q=S).

Eksperimentaalsete uuringute korral kasutatakse membraaninasee-
bikilet. � Katsekehaks� on (tasapinnaline) plaat, kuhu on l~oigatud
uuritava ristl ~oike kujuline ava. Kui eesm•argiks on pingete otsene
m•a•aramine eksperimendist, siis tehakse samasse plaati v~ordluseks
ka ringikujuline ava. Allutades n•u•ud m~olemat ava katvad membraa-
nid v~ordsele survele1 saame vajalikud v•a•artused suhteleq=S, mis
vastab suurusele 2G#. Viimane on sama m~olema v•a•anatava varda
jaoks. Seega, tingimusel, et v•a•andenurk varda pikkus•uhiku kohta ja
nihkeelastsusmoodulG on m~olemal vardal v~ordne, saame v~orrelda
pingeid uuritava ristl~oikega vardas pingetega•umarvardas m~o~otes
kahe seebikile kalded. T~osi k•ull, pingekontsentaatorite l•ahedal v~oib
seebikile meetod anda ebat•apseid tulemusi. Aljaotuses 4.10.6 refe-
reeritav elektriline analoogia annab siin t•apsemaid tulemusi.

1Katsed n•aitavad, et m~olemas kiles tekkivad t~ombej~oud v~oib sel juhul lugeda
praktiliselt v ~ordseks.
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4.10.4 Kitsa ristk •uliku kujulise ristl ~oikega var-
da v •a•ane

Vaatleme varrast, mille ristl~oike laiusc on v•aike v~orraldes k~orgusega
h (jooonis 4.23). Antud juhul saame lahendi kasutades membraa-
nanaloogiat j•argmisel kujul: h•ulgame ristk•uliku l •uhikeste k•ulgede
m~oju ja eeldame, et membraani pind on silindriline (l•abipainded on
seejuures v•aikesed).

Joonis 4.23: Varda ristl~oige ja maksimaalsed nihkepinged | a) ja
vastava membraanani l•abipaine | b).

Sellisel juhul saab membraani l•abipainded m•a•arata niidi mehaani-
kast tuntud valemi

z =
4�
c2

�
c2

4
� x2

�
; (4.189)

abil (vt. joonis 4.23 b)). Viimases valemis esinev suurus

� =
qc2

8S
(4.190)

m•a•arab l•abipainde maksimaalse v•a•artuse (st. l•abipainde kohalx =
0). Valem (4.189) on tuntud kui painduva niidi (paraboolsete)
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l•abipainete valem. Vastavalt l•abipainde valemile (4.189) on memb-
raani kalle ( parabooli t~ous)

dz
dx

= �
8�x
c2

= �
q
S

x: (4.191)

Parabooli maksimaalne t~ous vastab servapunktile ja on
�
�
�
�
�

dz
dx

�
�
�
�
x= � c=2

�
�
�
�
�

=
qc
2S

: (4.192)

Membraani ja x; y tasandiga piiratud � keha� ruumala

V =
2
3

c�b =
qbc3

12S
: (4.193)

Kasutades membraananaloogiat ja asendades valemites (4.192) ja
(4.193) suuruseq=Ssuurusega 2G#, saame

� max = cG# ja M t =
1
3

bc3G#: (4.194)

Viimasest omakorda

# =
3M t

bc3G
ja � max =

3M t

bc2
: (4.195)

Rakendades membraananaloogiat valemile (4.191) saame leida nih-
kepinged v•a•anatud vardas

� yz = 2G#x: (4.196)

Leides sellele pingejaotusele vastava v•a•andemomendi

M �
t = 2b

Z c=2

0
� yzxdx = : : : =

bc2� max

6
; (4.197)

n•aeme, et see on 2 korda v•aiksem kui valemiga (4.194) m•a•aratud
M t . Teise poole momendistM t annavad pinged� xz , mis on v•aikesed
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Joonis 4.24:~Ohukeseseinalised avatud ristl~oiked.

v~orraldes pingetega� yz ja omavad maksimaalset v•a•artust rist ~oike
l•uhemal k•uljel. Kuna aga j~ou ~olg on nende jaoks suur, siis sum-
maarselt annavad nad ikkagi poole v•a•andemomendistM t .

Valemeid (4.194) ja (4.195) v~oib kasutada ka n•aiteks joonisel 4.24
kujutatud ~ohukeseseinaliste avatud ristl~oigete korral. Siin tuleb vaid
v~otta b v~ordseks ristl~oike keskjoone pikkusega. Teisis~onu, ristl~oige
tuleb m~otteliselt sirgestada.

Sellist l•ahenemist saab kasutada v•aga erineva kujuga torude (~o~onsa-
te varraste) puhul, eeldades, et seina paksusc on v•aike v~orreldes
ristl ~oike diameetriga (k~orgusega, laiusega) ning ristl~oige on avatud.
Sellisel juhul membraani kalle ja ruumala, mille ta m•a•arab erineb
v•ahe ristk•ulikulise varda vastavatest suurustest. Tuleb m•arkida,
et joonisel 4.24 b) kujutatud juhul leiab ristl~oike nurkades aset
m•argatav pingete kontsentratsioon.
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4.10.5 Ristk •ulikulise ristl ~oikega varraste v •a•ane

Vaaatleme ristk•ulikulise ristl~oikega varrast (k~orgus 2b ja laius 2a).
Kasutame mebraananaloogiat, st. plaadi ristl~oike kujulise memb-
raani l•abipainded peavad rahuldama v~orrandit (4.183):

@2z
@x2

+
@2z
@y2

= �
q
S

(4.198)

ja olema plaaadi servadesx = � a ja y = � b v~ordsed nulliga.
Kuna l•abipainded on antud juhul s•ummeetrilised nii x kui y telje

Joonis 4.25: Ristk•ulikulise ristl~oike m~o~otmed

suhtes, siis on nii (4.198) kui rajatingimused rahuldatud kui anda
l•abipainded ette kujul

z =
1X

n=1 ;3;5;:::

bn

�
cos

n�x
2a

�
Yn ; (4.199)

kus b1; b3; : : :on konstandid ja Y1; Y3; : : : funktsioonid, mis s~oltu-
vad vaid muutujast y. FunktsioonideYn m•a•aramiseks v•aljendatakse
(4.198) parem pool Fourier' reana, st., esitatakse kujul

�
q
S

= �
1X

n=1 ;3;5;:::

q
S

4
n�

(� 1)
n � 1

2 cos
n�x
2a

: (4.200)
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Seej•arel rahuldadakse rajatingimused ja s•ummetriatingimused ning
saadakse

Yn =
16qa2

Sn3� 3bn
(� 1)

n � 1
2

 

1 �
coshn�y

2a

coshn�b
2a

!

: (4.201)

Asendades saadud funktsioonid (4.201) l•abipainde avaldisse (4.199)
saame

z =
16qa2

S� 3

1X

n=1 ;3;5;:::

1
n3

(� 1)
n � 1

2

 

1 �
coshn�y

2a

coshn�b
2a

!

cos
n�x
2a

(4.202)

Asendades n•u•ud suuruseq=S suurusega 2G# saame esitada pin-
gefunktsiooni kujul

' =
32G#a2

� 3

1X

n=1 ;3;5;:::

1
n3

(� 1)
n � 1

2

 

1 �
coshn�y

2a

coshn�b
2a

!

cos
n�x
2a

:

(4.203)
Pingekomponentide� xz ja � yz m•a•aramiseks tuleb n•u•ud di�erntsee-
rida avaldist (4.203)

� yz = �
@'
@x

=
16G#a

� 2

1X

n=1 ;3;5;:::

1
n2

(� 1)
n � 1

2

 

1 �
coshn�y

2a

coshn�b
2a

!

sin
n�x
2a

:

(4.204)
Kuna j•argnevalt oleme huvitatud vaid maksimaalsest nihkepingest,
siis � xz avaldist siin ei esita2. Eeldades, etb > a saame, et maksi-
maalne nihkepinge m~ojub pikemate k•ulgedex = � a keskpunktides
(see vastab membraani l•abipainde maksimaalsele kaldele). Pannes
x = a ja y = 0 ja arvestades, et 1 + 1

32 + 1
52 + : : : = � 2

8 , saame

� max = 2G#a �
16G#a

� 2

1X

n=1 ;3;5;:::

1
n2 coshn�b

2a

: (4.205)

2x ja y telje valik on nagunii meelevaldne ja samuti t•ahistus a ja b
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Kui b > a, siis koondub (4.205) paremal pool olev l~opmatu rida
v•aga kiiresti ja � max m•a•aramine �kseeritud suhteb=apuhul ei val-
mista raskusi. N•aiteks v•aga kitsa ristl~oike puhul on suheb=av•aga
suur ja l~opmatu rea avaldise (4.205) paremal poolel v~oib h•uljata.
Tulemuseks saame

� max = 2G#a; (4.206)

mis on koosk~olas alajaotuses 4.10.4 esitatud valemiga (4.196) v~oi
(4.194) (c = 2a). Ruudukujulise ristl~oike puhul a = b ja

� max = 1; 351G#a: (4.207)

•Uldjuhul esitatakse maksimaalne nihkepinge kujul

� max = 2Gk#a; (4.208)

kus kordaja k v•a•artus s~oltub suhtest b=a(vt. tabel 4.1).

Tabel 4.1: Suhteb=a ja konstantide k, k1 ja k2 vaheline seos (Ti-
mo�senko ja Goodieri p~ohjal).

Et leida v•a•andemomendiM t ja v•a•andenurga# vahelist seost, tuleb
leida integraal (vt. (4.170))

M t = 2
Z a

� a

Z b

� b
'dxdy: (4.209)
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On ilmne, et ka see integraal avaldub l~opmatu rea kujul. Analoog-
selt nihkepingega, koondub ka see ridab > a puhul ning tuues sisse
suhtestb=as~oltuvadkordajad k1 ja k2 saame v•a•andemomendiM t ja
v•a•andenurga# vahelise s~oltuvuse kujul

M t = k1G#(2a)32b (4.210)

ja maksimaalse nihkepinge ning v•a•andemomendi vahelise seose

� max =
M t

k2(2a)22b
: (4.211)

Tugevus~opetuse kursusest on tuttavad valemid

� h = � max =
M t

Wt
; Wt = khhb2; � b = kb� h

ja tabel 4.2 koos vastava joonisega, mis on koosk~olas esitatud la-
hendusega.

Tabel 4.2: Suhteh=b ja konstantide kh ja kb vaheline seos ning
maksimaalsed nihkepinged (Metsaveere ja Raukase p~ohjal).
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4.10.6 Valtsmetallist talade v •a•ane

Joonis 4.26: Kolm erinevat valtsmetallist tala ristl~oiget: a) |
� nurkraud� ; b) | � karpraud� ; c) � I-raud� .

Vaatleme nn. nurkpro�ilist, karppro�ilist ja I-pro�ilist talade
v•a•anet (joonis 4.26). Rakendame alajaotuses 4.10.4 saadud tule-
musi kitsa ristk•ulikulise tala jaoks, st. valemeid

# =
3M t

bc3G
ja � max =

3M t

bc2
; (4.212)

kus b t•ahistab ristk•uliku k~orgust ja c laiust.

Nurkpro�ili puhul tuleb valemis (4.212) v~otta b = 2a � c.
Karppro�ili ja I-pro�ili puhul tuleb ristl ~oige lahutada kolmeks
ristk •ulikuks ning eeldada, et vaadeldava ristl~oike v•a•andej•aikus
v~ordub ristk•ulikute v•a•andej•aikuste summaga, st. (4.212)1 tuleb
suurus bc3 asendada suurusegab1c3

1 + 2b2c3
2. Seega antud juhul

v•a•andenurk

# =
3M t

(b1c3
1 + 2b2c3

2)G
: (4.213)

Ristl~oike servas m~ojuvate maksimaalsete nihkepingete m•a•aramiseks
(hindamiseks) kasutatakse valemit (4.194)1, st. valemit � = c#G.
Seega n•aiteks I-tala v•o•os m~ojuva nihkepinge hindamiseks saab ka-
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sutada valemit3

� max =
3M tc2

b1c3
1 + 2b2c3

2
: (4.214)

Joonis 4.27: Pingete kontsentratsioon nurkpro�ili korral.

Vaadeldavate ristl~oigete nurkades ilmneb oluline pingete kont-
sentratsioon. Vaatleme n•aitena nurkpro�ili seinapaksusegac (joo-
nis 4.27). T•ahistame •umardatud sisenurga raadiusea. Kasutades
membraananaloogiat saame nurgas m~ojuva maksimaalse nihkepin-
ge jaoks hinnangu

� max = � 1

� c
4a

�
; (4.215)

kus � 1 t •ahistab seinas m~ojuvat nihkepinget. N•aiteks a = 0; 5c puhul
� max = 1; 5� 1 ja a = 0; 1c puhul � max = 3; 5� 1.

Joonis (4.28) esitab pingete kontsentratsiooni iseloomustava suh-
te � max=�1 s~oltuvana k~overusraadiuse ja seina paksuse suhtesta=c.
Siin vastavad alumised k~overad nurkpro�ilile. K ~over A on saadud
numbriliselt kasutades l~oplike vahede meetodit ja esitab t•apsemaid
tulemusi kui k~over B , mis vastab valemile (4.215). Samal ajal on
selge, eta=c < 0; 3 korral annab valem (4.215) t•apse tulemuse.
•Ulemised kaks k~overat iseloomustavad pingete kontsentratsiooni I-
ja T-pro�ilides kahe erineva seina ja v•o•o paksuste suhtec=s jaoks.

3Meenutame, et valemid kitsa ristk•ulikulise ristl ~oike jaoks saadi eeldusel, et
membraan oli kitsamast otsast lahti, j•arelikult � = const piki pikemat k •ulge.
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Joonis 4.28: Suhe� max=�1 s~oltuvana suhtesta=c.

Viimased tulemused on saadud eksperimentidest, kus pingefunkt-
siooni ' analoogiks on elektriline potentsiaalV konstantse vooluti-
hedusei puhul. Vastav v~orrand omab kuju

r 2V = � �i; (4.216)

kus � on plaadi takistus (konstantne). Katse k•aigus hoitakse plaadi
servas konstantset potentsiaali. Sellisel juhul on meil j•allegi t•aielik
analoogia v~orranditega (4.167) ja rajatingimustega (4.168). Raken-
dades viimati k•asitletud analoogiat nurkpro�ilile, saadakse joonise
4.28 k~over A.
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