Loeng 2

Jaavusseadused

2.1 Liikumisintegraalid

Mehaanilise siisteemi ajas muutuvad olekud on médratud s funktsiooniga ¢;(t) ja ¢;(t).

Definitsioon 5. Funktsioone, mis on konstantsed kogu mehaanilise siisteemi liikumise
jooksul, nimetatakse litkumisintegraalideks ja need soltuvad ainult algtingimustest.

Lause 2.1.1. s vabadusastmega siisteemil on 2s — 1 soltumatut litkumaisintegraali.

Toestus. Kuna liikumisvorrandid ei soltu aja alguspunkti valikust, siis {iks integreerimis-
konstantidest on konstantne liidetav ¢y ajaparameetri argumendis. Peale ty-i elimineerimist,
saab liitkumisvorrandite iildlahendist

¢ = q(t+to,Ch,...,Coq)
G = ¢(t+1t0,Ch,...,Cos_1)

avaldada
Cj = C](Q1(t), SR QS(t)a (11(75), s 7@8(75))7

mis ongi liikumisintegraalid. O

Osutub, et mehaanikas on osa liikumisintegraale erilised, kuna need tulenevad aja ja
ruumi homogeensusest ja isotroopsusest ning on aditiivsed jargmises mottes: siisteemi
mingi liikumisintegraal on vordne siisteemi mitteinerakteeruvate osade vastavate liiku-
misintegraalide summaga. Selliseid liikumisintegraale nimetatakse jadvateks suurusteks.
Kasutades jéddvaid suurusi on voimalik ennustada siisteemi kéitumist peale selle osade vas-
tasmoju kasutades informatsiooni enne osade interaktsiooni.

2.2 Energia

Jérgnevas tuletama jadvusseaduse, mis on tingitud aja homogeensusest. Aja homogeensu-
sest tingituna ei soltu kinnise siisteemi Lagrange’i funktsioon ilmutatud kujul ajast, seega
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14 LOENG 2. JAAVUSSEADUSED

Lagrange funktsiooni osatuletis ajaparameetri jirgi peab olema null. Kasutades Lagrange
vorrandeid (1.4), leiame

dL d (0L oL d (0L .
a qz—i-z _Z£<a—%)q+ BY QZ__;£<a—q-iq¢>a
millest avaldub
d oL
— —q¢ — L | =0.
dt ( 94, )

oL .
Ezza—qiqi—L (2.1)

on konstantne kogu suletud siisteemi liikumise jooksul ja on liikumisintegraal, mida nime-
tatakse energiaks. Energia aditiivsus tuleneb Lagrange funktsiooni aditiivsusest.

Osutub, et energia jadvus kehtib ka selliste lahtiste siisteemide korral, mis on ajast
soltumatus vilises viljas, sest ka siis ei soltu Lagrange funktsioon ajast ja iilaltoodud arut-
luskéik jadab kehtima. Jéddva energiaga mehaanilisi siisteeme nimetatakse konservatiivseteks
siisteemideks.

Kinnise siisteemi Lagrange funktsioon on esitatav kujul L = T'(q,q) — U(q), kus T" on
ruutfunktsioon kiiruste suhtes. Siit saab lihtsalt tuletada, et

Seega suurus

Seega energia avaldub kineetilise ja potensiaalse energia summana:
E=T(q,4)+U(q) (2.2)

vOi Descartes’i koordinaatides:

1
E=>" §mav2 +U(ry,70,...). (2.3)

2.3 Liikumishulk

Jérgnevas tuletame jadvusseaduse, mis on tingitud ruumi homogeensusest. Ruumi homo-
geensusest tuleneb, et kinnise siisteemi mehaanilised omadused ei muutu kui kogu siisteemi
nihutada ruumis paralleelselt ehk leiame tingimused, mil Lagrange’i funktsioon ei soltu
lopmatult viikesest siirdest €, mis on rakendatud koigile siisteemi masspunktidele nii, et
nende kiirused on fikseeritud. Siis

Z@ra o= €& Z@ra
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kus summeerimine toimub iile kdigi siisteemi masspunktide. Kuna € on suvaline siis tingimus
0L = 0 on samavéérne tingimusega

}:;i 0. (2.4)

Kasutades Lagrange’i vorrandeid (1.13), saame

d 0L
Z a% 8fva dt Z 0va

Seega kinnises mehaanilises siisteemis vektor

P= Z@va Zmava (2.5)

on konstantne kogu litkumise véltel. Vektorit P nimetatakse siisteemi liskumishulgaks (voi
ka impulsiks). Litkumishulga vektor on ilmselt aditiivne liikumisintegraali vektor soltumata
sellest kas iiksikud siisteemi masspunktid on vastasmojus voi mitte.

Liikumishulga vektori koik kolm komponenti on jadvad ainult vilise vilja puudumise
korral. Samas aga moned komponendid véivad olla jédvad ka vilise vélja olemas olus, kui
viimane ei soltu mitte koigist Descartesi koordinaatidest. Niiteks z-telje suunalise iihtlase
véilja korral litkumishulga = ja y komponentid on jadvad suurused.

Vorrandil (2.4) on lihtne fiitisikaline tdhendus. Nimelt selle summant on masspunktile
a mojuv joud F', = —g—g ja seega see vorrand iitleb, et kinnise siisteemi koigile masspunk-
tidele mojuvate joudude summa on null:

Y F,=0. (2.6)

Erijuhul, kui siisteem koosneb kahest masspunktist, siis F'; + F'5 = 0, ehk iihele osakesele
mojuv joud on sama suur kui teisele osakesele mojuv joud kuid vastassuunaline. See on
moju ja vastasmoju seos ehk Newtoni I11 seadus.

Kui liikumine on kirjeldatud iildistatud koordinaatides, siis suurusi

oL
i = A 2.7
Pi= 5 (2.7)
nimetatakse dildistatud liikumishulkadeks ja suurusi
oL
F == 2.8
dq; (28)
nimetatakse ‘ildistatud joududeks. Lagrange’i vorrandid on siis kujul
pi = F,. (2.9)

Descartesi koordinaatides iildistatud liikumishulgad on vektori p, komponendid. Uldiselt
p; on aga lineaarsed homogeensed funktsioonid iildistatud kiirustest ja ei taandu masside
ja kiiruste korrutisteks.
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2.4 Massi kese

Vaatleme kinnise mehaanilise siisteemi liikumist erinevates inertssiisteemides K ja K’, kus
viimane liigub esimese suhtes kiirusega V. Siis masspunktide kiirused erinevates taustsiis-
teemides on seotud vorranditega v, = v/, + V ja analoogiliselt liikumishulgad erinevates

slisteemides on
P:Zma'va:Zmav;+VZma:P/+VZma. (2.10)

Alati eksisteerib selline taustsiisteem K’, mille suhtes kogu liikumishulk on null. Selline
taustsiisteem liigub kiirusega

> MgV
V=P/> m, I (2.11)
Kui mehaanilise siisteemi kogu liikumishulk on null antud taustsiisteemis, siis Geldakse,
et see siisteem seisab antud taustsiisteemis — see on seisva masspunkti moiste {ildistus
siisteemile. Kiirus V iseloomustab liikuva mehaanilise siisteemi kui terviku liikumiskiirust.
Seega liitkumishulga jadvus annab voimaluse defineerida mehaanilise siisteemi kui terviku
seismise ja litkumise moisted.

Ulaltoodud vorrand niitab ka, et siisteemi litkumishulga ja kiiruse vahel on sama seos,
mis masspunkti, massiga p = Y m,, liikumishulga ja kiiruse vahel. See véljendab massi
aditiivsuse omadust.

Kiirus V' on esitatav suuruse

R= 2T (2.12)
> Mg
téistuletisena aja jérgi. Seda suurust nimetatakse siisteemi masskeskmeks.

Kinnise siisteemi liikumishulga jéddvust saab formuleerida kui siisteemi masskeskme
liikumist {ihtlaselt ja sirgjooneliselt — see on inertsiseaduse iildistus.

Kinnist siisteemi vaadeldakse tihti just sellises taustsiisteemis, kus siisteemi masskese
seisab.

Definitsioon 6. Seisva mehaanilise siisteemi energiat nimetatakse siseenergiaks ja tahis-
tatakse Fj;-ga.

Siseenergia sisaldab masspunktide vahelist suhtelise liikumise kineetilist energiat ja
masspunktide vahel toimiva vastasmoju potensiaalset energiat. Kogu siisteemi energia, mis
liigub kiirusega V', on

1
E = SuV?+ E, (2.13)

See seos jareldub seosest energiate vahel erinevates taustsiisteemides K ja K’:
/ / ]‘ 2
E:E+V-P+§V, (2.14)

kus (kui K’ on siisteem, mille suhtes masskese seisab) votta P’ = 0 ja E' = E;.
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2.5 Liikumishulga moment

Jérgnevas tuletama jadvusseaduse, mis on tingitud ruumi isotroopsusest. Ruumi isotroop-
sus tdhendab, et kinnise siisteemi mehaanilised omadused ei soltu kui siisteemi kui tervikut
poorata ruumis suvalisel viisil. Vaatleme siis siisteemi 16pmatult véikest pooret, d¢, mille
pikkus iseloomustab poéorde suurust d¢ ja siht poorlemise telge, ning leiame tingimused,
kus Lagrange’i funktsioon on muutumatu siisteemi péoramisel ruumis.

Stisteemi mingi asukoha kohavektor r poordel ¢ muutub suuruse

r=06pxr (2.15)

vorra, kus |[0r| = rsinfd¢ ja 6 on nurk poorlemistelje ja kohavektori vahel. Ilmselt, kui
siisteemi poorata, siis muutuvad lisaks kohavektoritele ja masspunkti kiiruste suunad, vas-

tav muutus kiirusvektorites on:
v =6¢p X v. (2.16)

Lagrange’i funktsiooni muutus poordel d¢ peab olema null ehk

O:5L:Z<gqi-5ra+§—i-5va> = (P (6 x 7o) +p, - (0 x v,)). (2.17)

a

Kasutades segakorrutise abec = a - (b x ¢) = bea omadust, saame
i - ZTQXPﬁvQX'pa =0¢ - Zraxpa—O (2.18)

Kuna d¢ on suvaline, siis jareldub, et vektor

M=) r,xp, (2.19)

on kinnise siisteemi liikumisintegraal ja seda nimetatakse stisteemi litkumishulga momendiks
(voi ka kineetiliseks momendiks). Litkumishulga moment on aditiivne ja seda soltumata
sellest kas siisteemi osad on vastasmojus voi mitte.

Kuna liikumishulga momendi definitsioon sisaldab masspunktide kohevektoreid, siis
siisteemi liikumishulga moment soltub ka taustsiisteemi valikust. Vaatleme kaht taustsiis-
teemi K ja K’, kus K’ alguspunkti kohavektor on a siisteemis K. Siis r, = 7/, + a ja

M=M +axP. (2.20)

[Toestal!] Saadud tulemus néitab, et siisteemi liikumishulga moment soltub taustsiisteemi
alguspunktist véljaarvatud juhul kui siisteem kui tervik on paigal (s.t. P = 0).

Vaatleme niiiid seost siisteemi liikumishulga momentide vahel kahes erinevas taustsiis-
teemis K ja K’) kus viimane liigub kiirusega V' esimese suhtes. Oletame, et mingil het-
kel siisteemide alguspunktid kattuvad, siis masspunktide kohavektorid on samad médlemas
stisteemis aga kiirusvektorid on seotud: v, = v/, + V. Leiame, et

M=) mgr,xv,=M +uRxV =M +RxP, (2.21)
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Ehk mehaanilise siisteemi liikumishulga moment koosneb “sisemomendist”, mis on arvu-
tatud taustsiisteemi suhtes, kus siisteem kui tervik on paigal ning momendist R x P, mis
on tingitud siisteemi kui terviku liitkumisest.

Siisteemi liitkumishulga momendi komponentide jadvus voib kehtida ka vilises véljas ol-
eva siisteemi korral. Naiteks liikumishulga momendi komponent, mis on samas sihis aksiaal-
siimmeetrilise véljaga, on jddv suurus, seda muidugi juhul kui taustsiisteemi alguspunkt
asub vilja teljel.

Koige tdhtsamaks erijuhuks on siin tsentraalne siimmeetriline vdli ehk tsentraalne vdli,
kus potensiaalne energia soltub ainult kaugusest mingist punktist (tsentrist). Sellisel juhul
liikumishulga momendi komponent, mis on piki tsentrit ldbivat telge, on jadv suurus. Ehk
lilkumishulga moment on jadv kui see on méadratud tsentraalse vilja tsentri suhtes.

Stisteemi liikumishulga momendi komponenti suvalise telje sihtes saab leida Lagrange’i
funktsiooni diferentseerimisest nurga kiiruse ¢, jirgi, kus ¢ on poérlemisnurk antud telje
suhtes. Toepoolest, silindrilistes koordinaatides (r, ¢, z)

Mz = Z ma(xaya - yafta) = Z margq‘sa (222)
ja kui diferentseerida Lagrange’i funktsiooni
1 .
L= §Zma(f§+ri¢i+22) —U (2.23)

¢, suhtes, siis saamega viite.

2.6 Mehaaniline sarnasus



