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1 Sundvonkumised hoordejou olemasolul

Sundvongete teooriad on hoorde arvestamisel ja mitte arvestamisel analooogsed.
Siin on vaatluse all perioodilise vélisjouga juht. Liites vorrandi(25.1) m& =
—kx — ai paremale poole vilise jou f cos(vt) ning jagades m -ga,
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Léheme tile komplekstmuutujatele
&+ 203+ wir = % exp [ivyt]. (3)
Otsime integraali kujul z = Bexp (ivt)
i =yiBexpiyt, # = —y*Bexp [ivt]
(—v*B + 2iAyB + w{B) exp [iyt] = % exp [ivt],

kus B avaldub siis kujul
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Kui votta
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saame kirjutada B = bexp [¢d]. Vorrandist (5) on néha, et amplituud b kasvab
kui 7 liheneb wi-le, kuid ei muutu lopmatuks nagu juhtub resonantsi korral siis,
kui hoore puudub.

Vottes reaalosa avaldisest B exp [ivt] = bexp [i(yt + d)], saame

Re(B exp [ivt]) = Re(bexp [i(yt + 9)])
B cos (yt) = beos (vt + 6). (7)

Vorrandi & + 2\ + wiz = 0 lahend on @ = aexp [~ \t] cos (wt + «) (juhul kui
wg > A) . Liites sellele saadud vorrandist (2) saadud integraali (7), saame

x = aexp [—At] cos (wt + ) + beos (yt + 9). (8)

Esimene liige kahaneb ajas ekspodentsiaalselt ning peale teatud aja mo6dumist
jaab jarele ainult liige x = bcos (vt + 9).

Vaatleme resonantsile lahedasi sagedusi. Eeldame, et A < wp ning vottes
v = wp + ¢, kus € on véike suurus, voime valemis (4) teha asendused

w2 — wg = (v +wo)(y — wo) & 2wpe, 2y = 2iAwp.
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Kaugel resonantsist, kus v < wp ldheneb § — 0 ning kus v > wp, § — —.

tand = Ae. (10)

2 Parameetriline resonants

Eksisteerib vonkesiisteeme, mis pole suletud, kuid milles véline vali soltub ainult
ajas muutuvatest parameetritest. Uheks selliseks vonkesiisteemiks on niiteks
pendel, mille kinnituskoht liigub perioodiliselt iiles-alla. Sellise pendli leiab
lehekiiljelt
http://monet.physik.unibas.ch/ elmer/pendulum/vpend.htm
Uhedimensionaalse siisteemi parameetrid on koefitsendid m ja k Lagrange’i

funktsioonis (21.3)
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kui need koefitsendid soltuvad ajast, siis liikumisvorrand on

%(m) + ke =0
Millest saadakse peale ¢ asendamist 7-ga reegli dr = dt/m(t) jargi ja imberkirutusi
uus liitkumisvorrand kujul
L T 11
e + w(t)x = 0. (11)
Ulesande tingimused misravad funktsiooni w(t) kuju. Olgu funktsioon w(t)
mingi sagedusega v ja perioodiline perioodiga T = 27 /v. See tdhendab, et
w(t+T) = w(t), ning w(t)on seega invariantne teisendusel t — ¢ + T, millest
jareldub, et kui z(¢) on lahend, siis ka (t + T') on lahend. Seega kui x;(t)
ja x2(t) on vorrandi (11) kaks soltumatut lahendit, peavad nad olema iseendi
lienaarsed kombinatsioonid kui ¢ asendada ¢t 4+ 7T-ga.On voimalik valida x; ja o,
et iileminek ¢ — t 4+ T tdhendab lihtsalt konstandiga korrutamist

21t +7T) = pma1(t), z2(t+7T) = poxa2(t), p1,2=const. (12)

Koige tildisemad funktsioonid, millel on selline omadus, on

e1(t) = p/ T (), wa(t) = p T (t), (13)

kus IT; o(¢) on perioodilised funktsioonid perioodiga T'. Konstantite pq ja po
vahel peab eksisteerima kindel seos. Korrutades

d(T122 — 21T
:'151302—3'&2:131 = —( ! 2dt ! 2) =0

T1xe —x1E = const. (14)

Kui f asendada T-ga thendab see suvalise funktsiooni x1,2(t) jaoks, mis on kujul
(13), et need funktsioonid tuleb korrutada pqpo-ga, seega valemist (14) saame,
et

pape = 1. (15)

Asjaolu, et vorrandis (11) on koefitsiendid reaalsed voimaldab hankida konstan-
tide uy ja po kohta lisainfot. Kui z(¢) on sellise vorrandi lahend, siis kaaskom-
pleks funktsioon x*(t) peab samuti lahend olema. Siit jareldub, et uq ja us
peavad olema samad, mis p7,us, st voimalikud on kaks varianti: kas p; = p3
vOoi nii py kui ka po on molemad reaalsed. Esimesel juhul annab (15) py = 1/p7,
st |u1]|? = |u2|* = 1, mis tihendab, et konstantid on iihikulise pikkusega; teisel
juhul on vorrandil (11) kaks soltumatut lahendit

w1(t) = @/ TIL(E), 22(t) = py T (), (16)



kus g omab kas positiivset véi negatiivset reaalset vartust ja |u| # 1. Uks
nendest funktsioonidest (soltuvalt sellest, kas |u| > 1 voi || < 1) kasvab ajas
ekspodentsiaalselt. See tdhendab, et siisteem on tasakaaluolekus ebastabiilne
ning suvaline kuitahes vaike korvalekalle sellest olekust, pohjustab kiiresti x-i
suure muutuse. Seda nimetatakse parameetriliseks resonantsiks.

Kui tavalise resonantsi korral kasvab amplituud ajas isegi siis, kui x ja &
algvadrtused on nullid, siis parameetrilise resonantsi korral see nii ei ole ning =
ja ¢ jaavad nulliks.



