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1 Anharmoonilised vonkumised

Viikeste ostsillatsioonide teooria baseerub siisteemi energia ritta-arendusel ko-
ordinaatide ja kiiruste jagi, vottes arvesse ainult esimesi nullist erinevaid ritta-
arenduse litkmed. Sellisel juhul saame lineaarsed liikumisvorrandid, mis kirjel-
davad lineaarseid vonkumisi.Vottes arvesse ka korgemat jarku ritta-arenduse li-
ikmed, saame litkkumisvorrandid anharmooniliste e. mittelineaarseid vonkumiste
kirjeldamiseks.

Kasitleme Lagrange funktsiooni ritta-arendust kuni kolmandat jarku liikme-
teni:

1 . 1 . 1
L= 3 Z(mikxizk — kipzizy) + 3 Zm,k,mikzxizkzz —3 Z limizszrar |,

ik ik, ik,
(1)
kus x; = q; — qio ja qo on tasakaaluasend.
Seejarel laheme iile lineaarse ldhenduse normaalkoordinaatidele @,. La-
grange funktsioon omandab kuju:

1 . 1 - 1
D=5 (Q6-wiQd) +5 D Aapr@aQsQy =3 D HaprQaQsQy  (2)
e} a,B,y a,B,y
Vastavad litkumisvorrandid on:
Q.a +W3Qa = fa(QaQaQ) (3)

kus f, on teist jarku harmoonilised funktsioonid koordinaatidest ja nende tuletis-
test.
Otsime lahendit kujul:

Qo = QY +QY, (4)

kus Qg) < Q&l) ja le) on lineaarse vorrandi Qn + w2Qq = 0 lahendid -
harmoonilised vonkumised:

Qg}) = a4 €08 (Wt + Q) (5)



Seejérel saame lahendada vorrandi (O?) suhtes.

Teist jarku ldhendi tulemusel lisanduvad vikumised sagedustega w, £ wg,
mis liidetakse siisteemi omavnkumistele. Neid nimetatakse kombineeritud sage-
dusteks.

Korgemat jarku lahenduste korral esinevad kombineeritud sagedused, mis
on summad rohkem kui kahest w, ning olukord muutub keerukamaks. Néaiteks
kolmandat jarku lahenduse korral langevad osad kombinatsioonsagedused kokku
omavonkesagedusega (wo = wa + wg — wg). Kasutades eelnevalt esitatud mee-
todit, esinevad liikumisvorrandi vasakus pooles resonants-lilkmed. Fiiiisikaliselt
ei saa suletud stisteemis ostsillatsioonide tugevus iseeneslikult kasvada.

Seega tuleb korgemat jarku ldhenduste korral esitatud meetodit modifit-
seerida nii, et lahendi perioodilised kordajad ei sisalda mitte ligikaudset, vaid
tapset vonkesageduse vadrtust. Muutused sagedustes leiame vordsustedes resonats-
liikmed nulliga.

Naide
Uhedimensionaalsete anharmooniliste vonkumiste Lagrange funktsioon on an-

tud kujul:
1 1 1 1
L= §m:'r2 — 5mw§z2 - gma:pg - Zmﬂ:r4. (6)

Siit saame liikumisvorrandid:
i+ wir = —ax® — Bad. (7)

Otsime lahendit kuni kolmandat jarku liikmeteni: z = () + 23 + 2®) kus
(1) = gcoswt ning w on pohisageduse tépne viirtus, mis omakorda avaldub:
w = wow® +w® 4 ... Selleks et liitkumisvorrandi (7) vasak pool annaks x(!)
korral nulli, kirjutame ta iimber kujule:

2
wy ..

Wi
ek +wir = —ax® — Bz - ( - w—g) Z. (8)

Asendame vorrandisse z = () + 2 ja w = wy + w) ning vétame arvesse
ainult kuni teist jarku viikesed liikmed. Saame z(?) jaoks vérrandi:

2

i® 4 wp 2

7? = —aa? cos? wt + 2w0w(1)acos wt (9)

Selleks, et resonantsi ei tekiks, saame tingimuse: w(!) = 0. Edasi saame lahen-
dada mitehomogeense lineaarse vorrandi z(? suhtes. Analoogiliselt saame leida
kolmandat jirku lihendi z(3).

2 Resonants mittelineaarsete vonkumiste korral

Kui votta arvesse sundvonkumiste anharmoonilised liikmed, siis ka resonantsile
lisanduvad huvitavad omadused. Kasutame eelnevalt alustatud néidet, ning



lisame vorrandisse (6) periodilise vililsjou sagedusega v ja hodrdejou sumbu-
vusteguriga A (eeldame, et viike). Saame:

&+ 2\i +wix = (f/m)cosyt — ax® — Ba’ (10)

Eeldame, et v = wg + €, kus € on vaike suurus - seega on tegemist resonats-
sagedusele lahedase vaartusega.
Lineaarse lahenduse korral, amplituud b on antud kujul:

b2(e? + A?) = f2/(4m’w) (11)

Vonkumiste mittelineaarsuse korral omavonkesagedus muutub amplituudist soltuvaks
(wo + Kb?). Asendades selle vorrandisse (11), saame:

b*((e — £0)? + N%) = f2/(4m*wp), (12)

mis on kuupvorrand b2 suhtes. Selle reaalsed juured annavad sundvonkumiste
amplituudid. Vaatleme kuidas see amplituud soltub fikseeritud amplituudiga f
vélisjou sagedusest.

Kui f on piisavalt vaike, siis amplituud b on samuti vaike ja me saame
dra jitta b? korgemat jirku lilkmed. Seega kirjeldab amplituudi vorrand (11),
milleks on stimmeetriline kover, mille maksimum on € = 0 kohal. Kui f su-
ureneb, siis kover muudab kuju, esialgselt siilitades hese maksimumi. Lio aga
f iletab teatava kriitilise vadrtuse fg, siis eksisteerib sagedusvahemik, milles
vorrand (12) omab kolme reaalset juurt.

3 Liikumine kiirelt ostsilleeruvas valjas

Vaatleme osakest ajast soltumatus vélises véljas potentsiaaliga U, millele mojub
lisaks joud:
f = ficoswt + fosinwt, (13)

kus f1 ja fo soltuvad ainult koordinadist ning w > 1/T, kus T on potentsiaali
U pohjustatud perioodilise liikumise periood. Vélisjoudu f loeme suurusjargult
vorreldavaks potentsiaali U poolt tekitatud joududega, ent eeldame, et jou f
poolt tekitatud osakese vonkumised on véikesed.

Vaatleme 1D liikumist valjas, mis soltub ainult koordinaadist. Liikumisvorrandiks
on:

. au
mE = - +f (14)
Vaatleme x(t) kujul
a(t) = X (1) +£(t), (15)

kus X (t) kirjeldab sujuvat kulgevat litkkumist, ning £(¢) véikeseid vonkumisi
sagedusega w. £ keskvaartus iithe vonkeperioodi jooksul on 0. Seega koordinaadi
keskvéadrtuseks on Z = X (t). Leiame vorrandi, millest méaérata X ().



Asendame (15) litkumisvorrandisse (14) ning arendame ritta & esimeste liik-
meteni. Saame:

au d?

U
E_g 2+f(X7t)+€

=) (16)

. of
be W 28
mX +mx X
Vaatleme eraldi ostsilleeruvaid ja ostsilleruvat ja sujuvat litkumist kirjeldavaid
liikkmeid. Istsilleeruvate liikmete jaoks saame:

mi = f(X,t) (17)

Ara on jietud liikmed, mis sisaldavad f—ga vorreldes korgemat jarku vaikest
suurust £. Inegreerides saame:

€= —f/(mw?) (18)

Keskmistame vorrandi (16) aja jargi. f ja £ esimest jarku liikmete keskvadrtused
on nullid. Seega saame:

dv 9]  dU 1 9]

mX =~ T ox = ax Tt ax (19)
mis sisaldab ainult X (¢)-d. Eelneva vorrandi saame esitada kujul:
mX = —dUez¢/dX, (20)
kus Ueyy - efektiivne potentsiaalne energia on defineeritud kui:
Ueps = U + [2/(2mw?) (21)

Vorreldes tulemust valemga (18), saame potentsiaalse energia kirjutada kujule:
1 =
Uecyy :U+§m§2. (22)

Seega kirjeldab osakese keskmistatud liikumist potentsiaal U, millele on lisatud
konstantne suurus - osakese ostsilleeruva liikumise keskmine kineetiline energia.



