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1 Jiaiga keha p66rdemoment

Siisteemi poordemomendi vaartus soltub sellest millise punkti suhtes me seda
vaatleme. Nagu eelnevast peaks teada olema. Jdiga keha mehaanikas on sobiv
valida selleks punktis keha masskese (ning paigutada sinna ka koordinaatide
alguspunkt). Jiargnevas tdhistatakse selliselt defineeritud poordemomenti M
-ga. Eespool on niidatud, et juhul kui koordinaatide alguspunkt langeb
kokku keha masskeskmega, siis keha kulgliikumine (koordinaadid sdidavad
masskeskmega kaasa) poordemomenti ei anna, ning kogu poordemomendi
moodustab keha enda poordliikumine oma masskeskme suhtes. Eelnevalt an-
tud definitsioonis M = Ym# x ¥ asendame ¥ avaldisega 0 x 7 (m - mass, ¥
- joonkiirus punktis, 7 - raadiusvektor masskeskmest, Q- nurkkiirus) :

M = $mi x (Q x 7) = Sm[r?Q — #(7 e Q)]

Minnes siinjuures iile tensorkujule (lk. 106 kirjanduses) ning arvestades in-
ertsi tensori definitiooni (I;z = Ym(x?d;x — ;1) kus d; on iihiktensor) on
tulemuseks

M; = I -

Selline avaldis on &&drmiselt mugav juhuks kui keha inertsiaalpeateljed
langevad kokku valitud koordinaattelgedega x1, zo, x3. Siis viimasest avaldis-
est on lihtne saada My = I}y, My = 158y, M3 = I3)3. Erijuhul, kui inertsi
peateljed on vordsed (sfdériline juht) on tulemuseks lihtsalt

M=TeQ

ehk poordemomendi vektor on propotsionaalne nurkkiiruse vektoriga ning
samas suunas. Suvalisel juhul see muidugi nii ei ole, kuid kui keha juhtub
podrlema timber mone oma inertsiaal peatelgedest on sellega arvutused tun-
duvalt lihtsustunud. (Huvilistel on voimalik tutvuda pretsessiooni nime kand-
va nihtusega lk 106 - 107 kirjanuduses).



2 Jaiga keha litkumisvorrandid

Koige iildisemal juhul on jaigal kehal kuus vabadusastet. See tingib selle, et
koige iildisemal juhul vajame me jiiga keha liikumise kirjeldamiseks kuut li-
ikumisvorrandit. Uks voimalusi seda saavutada on kirjutada nad vektoritena,
mis sisaldavad tuletisi aja jargi ning kasutada poérdemomenti ning momenti.
Sellisel juhul esimese vorrandi saame, summeerides keha punktidele mojuvaid
joudusid. Teades, et keha kogumoment on P = Xp = u‘? ning kogu kehale
mojuv joud on F=x f saab lihtsalt kirjutada:

@ _p

dt
Siinjuures on mainimist vaart, et kuigi F on defineeritud kui kehale punk-
tidele mojuvate kdikide joudude summa (kaasa arvatud osakeste omavahel
mojuvad joud) taandub see iisna lihtsalt ainult keha punktidele vdljastpoolt
mojuvate joudude summaks (tasakaalutingimuste abil).

Kui niitid U on jédiga keha potensiaalne energia vilises véljas, siis saame me
leida jou F diferentseerides U-d koordinaatide jéargi keha masskeskme suhtes.

Fo—
oR

Ehk lahtiseletatult , juhul kui keha lébib véikese vahemaa §R muutub raa-

diusvektor 7" keha iga punkti jaoks ¢ R vorra millisel juhul potensiaalse energia

muutus on

5U:2(%5F:5é-2%:-3.2f: —FedR.

Jargnevalt formuleerime teise lilkumisvorrandi kasutades péordemomendi M
tuletist aja jéargi. Selleks et tuletist oleks mugavam votta on kaval valida
"fikseeritud’ (inertsiaalne) taussiisteem selliselt, et jdiga keha masskese selles
taussiisteemis on paigal sellel ajahetkel kui tuletisi leitakse. Niisiis, olgu meil

. d . .
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Valides taustsiisteemi (arvestades, et V= 0) on selge, et 7 on sama mis 7 = -
Kuna vektorid ¢ ja p'= mu on paraleelsed, siis 7 x p'= 0. Asendades niitid p’
jouga f saame lopuks
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kus
K =YFx f

Antud kontruktsiooni eeliseks on see, et poordemoment M on defineeri-
tud keha masskeskme suhtes. Seega kui me niiiid hiippame selliste koor-
dinaatsiisteemide vahel siis jasb M samaks (tingimus R = 0). See omako-
rda aga laseb meil viita, et liikumisvorrand mis on tuletatud antud juhul
konkreetse taustsiisteemi tarbeks kehtib suvalises inertsiaalses taustsiisteemis
(Galilei relatiivsusprintsiibi alusel).

Vektorit 7 x f nimetatakse jou f momendiks ning K on kehale mojuv kogu-
moment. Siinjuures on méarkimist véart, et K avaldis sotub ainult kehale
mojuvatest wvdilisjoududest, kuna keha osakeste vahel moéjuvatest joududest
tingitud momendid taanuvad vélja keha péordemomendi jadvuse seadusest
tulenevalt.

Joumoment, nii nagu ka poérdemoment soltub koordinaatide alguspunkti
valikust. Eelnevas (ning tavaliselt ka nii tehakse) on see defineeritud keha
masskeskme suhtes. Juhul kui valida koordinaatide alguspunkt mujale kui
keha masskeskmesse tuleb leida joumoment keha masskesme suhtes, ning
lisada sellele parandus koordinaatide alguspunkti suhtes (Ik. 109 kuni 110
kirjanduses).

3 Euleri nurgad

Nagu eespool on nédidatud, saab jaiga keha liikumist kirjeldada kolme ko-
ordinaadiga mis on kinnitatud keha masskeskmesse ning kolme nurgaga
mis méadravad &dra koordinaatide x1,xs, 3 asendi fikseeritud koordinaatide
X,Y, Z suhtes. Need nurgad on tavaliselt voimalik valida nii, et nendega
on mugav majandada. Selliselt valitud nurkasid nimetatakse tavaliselt Euleri
nurkadeks (joonis 47 kirjanduses). Kuna antud juhul huvitavad meid mil-
legipdrast vaid koordinaatide omavahelised nurgad, vétame me algoluko-
rra selliselt, et fikseeritud ning kaasaliikuvate koordinaatide alguspunktid
ithtivad. Olgu meil liikuv tasapind z;25 mis 16ikab fikseeritud tasapinda XY
mooda mingit joont ON (mis kannab sélmjoone nimetust). Ilmselt on see
joon risti nii Z-telejga kui ka x5 teljega. Defineerigem siinjuures positiivne
suund kui vektorkorrutise z’'x &3 postiivne suund (kus Z ning x3 on vastavad
tthikvektorid piki telgesid Z ja x3).

Nurgad defineerigem jargnevalt. Olgu nurk ©(Theta) telgede Z ning z3 va-
hel, nurk ®(Phi) telje X ning solmjoone ON vahel ning nurk W(Psi) tel-
je x1 ning solmjoone ON vahel. Nurgad ® ja ¥ on madratud vastavalt Z



ning z3 telgede timber kruvireegli abil (Parema kie kruvireegli iiks sonas-
tusi: "Kui keha poorlemissuund votta tavalise (parempoolse vindiga) kruvi
poordumissuunaks, siis ithtib kruvi liikumissuund poordenurga vektori suu-
naga.”). Nurk © omandab véaértusi vahemikus 0 kuni 7 ning nurgad ® ja ¥
vahemikus 0 kuni 27.

Selleks, et néidata sellise konstrulitsiooni kasutamise mugavust avaldagem
jargnevalt nurkkiiruse vektori {2 komponendid kehaga seotud telgede
x1,To,x3 suunas Euleri nurkade ning nende tuletiste kaudu. Selle saavu-
tamiseks tuleks alutuseks leida nurkkiiruse komponendid (©,®,¥) nende
telgede sihis. Nurkkiirus © paikneb sdlmjoone ON sihis ning selle komponen-
did on (©; = © - cos (¥),0, = —O - sin (¥), O3 = 0). Nurkkiirus <I> paikneb
Z - telje sihis. Sllnjuures selle komponent méoda z3 telge on <I>3 <I> cos (O)

ning ;2 tasandil ® sin (0). Lahendades viimase piki x; ja xy telgi saame
d; = dsin(0) - sin (V) ja &y = & - sin (O) - cos (V). Lopuks, nurkkiirus ¥
on z3 telje suunas. Korjates niiiid nurkiiruse komponendid kokku iga telje
suunas, saame me siisteemi

Q= @ -sin (O) - sin (V) + O - cos (V)

Qy = & - sin (0) - cos (V) — O sin (V)
Q3 =W -cos (©) + ¥

Antud ldhenemise eelis seisneb selles, et juhul kui teljed x1,zs,z3 valida
kokkulangevalt keha peainertsiaal telgedega, siis on keha poorlemisest tulene-
va kineetilise energia komponendi leidmine tunduvalt mugavam kui iildjuhul.
Stimmeetrilisel juhul (I3 = Iy # I3) avaldub keha poorlemise kineetiline en-
ergia kui

1 . . 1 . .
Trot = 51(2sin* (8) + ()%) + 5 15(® cos (0) + ¥)*

Sellise avaldise saamine peaks olema iisnagi lihtne arvestades, et
stimmeetrilisel juhul voib telgi x; ja zo valida suvaliselt. Kui niiiid valida
telg 2, piki sdlmjoont ON (ehk W = 0) siis nurkkiiruse komponendid oman-
davad kuju Q; = 0, Q, = ®sin (©) ning Q3 = d cos (©) + 0.



