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Oletame, et koordinaat ¢ on tsiikliline. Siis L, ja jarelikult ka R, ei soltu ¢-st. Hamil-
toni teisest vorrandist jarelduv siis, et p = Const. Kui asendada see konstant Lagrange
vorrandisse, siis see muutub ainult muutujast & sdltuvaks vorrandiks — sellega on téielikult

elimineeritud tsiikliline muutuja. Leides lahendi £ = £(¢), saame leida funktsiooni ¢(t) in-

tegreerides vorrandit ¢ = %}’f’f) otse.

4.4 Poissoni sulud

Vaatleme funktsiooni f = f(q,p,t) ja leiame kasutades Hamiltoni vorrandeid:

af _of [ of. of. of
%_E+8_q+8_pp_ +[f, H], (4.18)

kus sulgu

fHl= e = (4.19)

nimetatakse funktsioonide Poissoni suluks.
Kahe funktsiooni f, g Poissoni sulul on jargmised omadused:

[f,9] = [ 1, (4.20)
[f.d] = (4.21)
i+ fa, 9] = [f1, g + [f2, 9], (bilineaarsus)
[flfz, gl = filfes g1 + folf1, 91,

[f, g] = [aaj; gl +1f, %], (Leibnizi reegel)

=120+ %),
ol ==, (1.22)
[f,p] = g‘g (4.23)
[¢.q] =[p,p] =0,  [g,p] =1, (4.24)
[f,lg: B)) + [g, [h, f1] + [h, [£, g]] = O. (4.25)

Viimast seost nimetatakse Jakobi samasuseks. Selle toestamiseks kasutame Leibnizi reeglit
ja omadust df ~[f, H] (lihtsuse mottes eeldame, et funktsioonid ei solut ajast). Siis tihelt

poolt [fg] [Lf. 9], H] ja teiselt poolt Z[f,g] = (g, 9] + [f, %] = [Lf. H], 9] + [, [9, H]].

gokkuvottessaame[[f,g] H] = (I, H], gl+[f lg, H]] ehk [f, g, H]|+[g, [H, [II+[H, [}, 9]] =
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4.4.1 Liikumisintegraalid

Oletame, et f on liikumisintegraal ja see ei soltu ajast. Siis selle Poissoni sulg on [f, H] = 0.

Olgu f ja ¢ kaks liikumisintegraali ja kasutades Leibnizi reeglit, on lihtne niha, et
%[ f,g] = 0. Ehk kahe liikumisintegraali Poissoni sulg on ka liikumisintegraal. Sellest
jarelduvate seost [f,g] = const nimetatakse Poissoni teoreemiks. Poissoni sulg ei pruu-
gi alati genereerida uusi liikumisintegraale, selle tulemuseks voib olla 0 voi mingi algsete
liikumisintegraalide kombinatsioon.

4.5 Mojuintegraal kui funktsioon koordinaatidest

Vaatleme mojuintegraali
t2
5= / Lt (4.26)
t1

ja seda minimiseerivaid trajektoore. Varem vaatlesime juhtu, kus trajektoori alg- ja lopp-
punktid, samuti alg- ja loppajahetked olid fikseeritud, jargnvas aga vaatleme mojuintegraali
kui suuruste 1, 5, ¢V, ¢ funktsioonina.

Vaatleme esialgu juhtu S = S(¢®). Siis

t
68 = (?95 e /tlz(g—j - Uxtg—j) dt. (4.27)
Arvestades, et dq(t;) = 0 ja tdhistame d¢q(t3) = d¢ ning kasutame seost p = %2, siis
0S = pdq, (4.28)
ehk 95
P="5 (4.29)
Vaatleme niiiid juhtu S = S(¢,t,) ja leiame ‘Zg = + pg. Kuna @ = L, siis saame
%—f — (4.30)
ja dS = pdq — H dt. Ilmselt dS on taielik diferentsiaal (s.t. 2 = —41).
Koige iildisemal juhul S = S(¢V,tM ¢ +2) saame, et
dS = p@dg® — H® qt® — pM qgM + HO q¢V. (4.31)

Seda seost saab kasutada, et leida, millistel tingimustel siisteemi 16ppolek saab soltuda
algolekust: (¢,t)? = F(¢,tM). Funktsioon F ei saa olla piris suvaline, see peab olema
selline, et dS oleks téielik differentsiaal. See tingimus tédhendab, et voimalike liikumiste
jaoks on teatud piirangud, ja seda soltumata vélistest joududest. Selliseid tingimusi uurib
nditeks geomeetriline optika.
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4.6 Maupertuisi printsiip

Uldiselt on mehaanilise siisteemi liitkumine téielikult médratud vihima moéju printsiibiga:
integreeridest sellest tuletatud vorrandid, saame leida siisteemi trajektori funktsiooni soltu-
vusena ajast. Jargnevas aga vaatleme iilesannet, kus eesmérgiks on leida vaide siisteemi tra-
jektori kuju, aja soltuvus ei pakuks siis huvi. Jargnevas vaatleme ainult kinniseid siisteeme,
ehk juhte, kus H(p, q) = E = const.

Mojuintegraali muutus, kui lugeda alg- ja 16ppolekud, samuti alghetke ¢, fikseerituks,
kuid lubada muutisi 16pphetkel ¢, avaldub kujul

§S = —H bt. (4.32)

Meile pakuvad huvi vaid sellised trajektoorid, mille korral kehtib energia jéaédvus, ehk saame
0S + FE ét = 0. Leiame

S:/dS:/pdq—Hdt:/pdq—E(t—to). (4.33)
Liiget
So = /pdq (4.34)

nimetatakse ka [ihendatud mojuks. Saame, et 6Sy = 0. Seega lithendatud mojul on mii-

nimum trajektoridel, mis rahuldavad energia jadvust ja labivad 16pppunkti suvalisel aja-

hetkel — sellist variatsiooni printsiipi nimetatakse Maupertuis printsiibiks. Ft seda raken-

dada, peame avaldama liikumishulga koordinaatide kaudu. Selleks lahendatakse vorrand

H(q,q) = E suuruse dt suhtes ja asendatakse saadav g ka dq seos seosesse p = a%L(q, q).
Selle arvutuse saab lébi teha kui Lagrange funktsioon on kujul

1. .
L =5iAa)q = Ulq)- (4.35)
Liikumishulk on siis oL
= — A(¢)qg 4.36
P= % (9)d (4.36)
ja energia
I, .
E=5qAlq)q+Ul(q). (4.37)
Viimasest saame leida
_ [dqA(q)dq
ja asendades selle avaldisse
dq
pdg=—A(q)dq (4.39)
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saame lithendatud mojuks

Sp = / V2(E = U)dgAlq)dg. (4.40)

Niiteks {ihe masspunkti kineetiline energia on 7' = 1m(%)?, kus dl on trajektori ele-
ment. Rakendades Maupertuisi printsiipi, saame vorrandi

5/ V2m(E —U)dl =0 (4.41)

kus integraal on voetud antud kahe punkti vahel. Vabaliikumise korral U = 0 saame
) f dl = 0 ehk osake liigub piki trajektori, mis on lithim kahe punkti vahel, ehk pikki
sirget.

Et taielikult méaadrata siisteemi liikumist, s.t. arvestades ka aja soltuvust, siis tuleb
lubada ka energia muutusi:

S = %w — (t—ty)0E — Eét. (4.42)

Asendades selle seosesse deltaS + Edot = 0, saame et

20—t — ¢, (4.43)

Arvestades, et Sy on antud tlaltoodud kujul, saame

/,/% . (4.44)

mis on avaldise dt = ... integraal.



